The modelling of the term structure of German Government Bonds by using the ACM Model by Bele, Urška
UNIVERZA V LJUBLJANI
FAKULTETA ZA MATEMATIKO IN FIZIKO
Finan£na matematika - 2. stopnja
Ur²ka Bele
Modeliranje terminske strukture nem²kih drºavnih
obveznic z uporabo ACM modela
Magistrsko delo
MENTOR: izr. prof. dr. Janez Bernik




Zahvaljujem se mentorju izred. prof. dr. Janezu Berniku za pomo£ in sodelovanje
pri nastajanju magistrskega dela.
Zahvala somentorju Aljo²i Gruntarju, ki me je usmerjal s strokovnimi napotki in
prakti£nim znanjem.
Zahvaljujem se vsem zaposlenim na Fakulteti za matematiko in ziko, ki so tekom
²tudija z mano delili svoje strokovno znanje, ter zaposlenim na Banki Slovenije, ki
so mi omogo£ili izdelavo magistrskega dela pod njihovim somentorstvom.
Hvala biv²im so²olkam in danes dobrim prijateljicam: Katarini, Maru²i, Nata²i,
Piki in peli, zaradi katerih mi bodo moja ²tudijska leta ostala v zelo prijetnem
spominu.
Hvala Moisu, ki me je v zadnjih letih ²tudija, £eprav od dale£, nenehno spodbujal
in verjel vame.
Ne nazadnje velika zahvala druºini, ki mi je tekom celotnega ²olanja v teºkih





2 Osnovni pojmi modeliranja terminske strukture 3
2.1 Notacija in oznake . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 Teorija pri£akovanj in terminska premija . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2.1 Teorija pri£akovanj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2.2 Denicije terminske premije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
3 Pomembni nan£ni pojmi 8
3.1 Jensenova neenakost in popravek za konveksnost . . . . . . . . . . . . 8
3.2 Cenilno jedro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.3 Ekvivalentna martingalska verjetnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.4 Osnovna izreka vrednotenja naloºb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.5 Trºna cena tveganja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
4 Ani modeli terminske strukture 13
4.1 Odsotnost arbitrºne priloºnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
4.2 Enofaktorski modeli kratkoro£ne obrestne mere . . . . . . . . . . . . 14
4.3 Ve£faktorski modeli kratkoro£ne obrestne mere . . . . . . . . . . . . . 15
4.3.1 Skoraj ani modeli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
4.4 Cenilni faktorji in vektorska avtoregresija . . . . . . . . . . . . . . . . 16
4.4.1 Vektorska avtoregresija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
4.4.2 Cenilni faktorji v modelih terminske strukture . . . . . . . . . 17
4.5 Raz²iritve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4.5.1 Implicitna kratkoro£na obrestna mera . . . . . . . . . . . . . . 19
4.5.2 Difuzijski skoki . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
5 Merjenje terminske premije 22
5.1 Mere terminske premije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
5.2 Raz²iritev: realna in inacijska premija za tveganje . . . . . . . . . . 24
6 ACM model 26
6.1 Denicija ACM modela . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
7 Ocena ACM modela 32
7.1 Uporaba glavnih komponent pri modeliranju terminske strukture . . . 32
7.1.1 Analiza glavnih komponent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
7.1.2 Glavne komponente kot cenilni faktorji . . . . . . . . . . . . . 33
7.2 Ocena parametrov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
v
7.2.1 Trikora£na regresija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
7.2.2 Asimptoti£ne lastnosti parametrov . . . . . . . . . . . . . . . 35
7.3 Izra£un donosnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
7.4 Ocena terminske premije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
8 Implementacija ACM modela 38
8.1 Podatki . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
8.2 Analiza glavnih komponent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
8.3 Prileganje znotraj vzorca podatkov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
8.3.1 Ocene koecientov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
8.3.2 Prileganje originalnim podatkom . . . . . . . . . . . . . . . . 44
8.3.3 Dekompozicija variance cenilnega jedra . . . . . . . . . . . . . 48
8.4 Raz²iritev vzorca in povezava z ukrepi ECB . . . . . . . . . . . . . . 50
8.4.1 asovna vrsta od septembra 2004 do januarja 2019 . . . . . . 50
8.4.2 asovna vrsta od junija 1986 do januarja 2019 . . . . . . . . . 51
8.4.3 Povezava dinamike terminske strukture z ukrepi ECB . . . . . 52
8.5 Napovedovanje izven vzorca podatkov . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
8.5.1 Pri£akovane prihodnje kratkoro£ne obrestne mere . . . . . . . 55
9 Sklepna beseda 60
Literatura 62
Dodatek A Programske kode 66
A.1 Dekompozicija znotraj vzorca podatkov . . . . . . . . . . . . . . . . . 66




2.1 Pogoste oblike krivulj donosnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
4.1 Vpliv nivoja, naklona in ukrivljenosti na obliko krivulje donosnosti . . 18
5.1 Razli£ne mere terminske premije za desetletno ameri²ko obveznico . . 23
5.2 Gibanje komponent nominalnih donosnosti: realnih obrestnih mer,
inacije, realne in inacijske premije za tveganje . . . . . . . . . . . . 25
7.1 Uteºi za razli£ne zapadlosti za nivo, naklon in ukrivljenost . . . . . . 33
8.1 Krivulje donosnosti nem²kih drºavnih obveznic . . . . . . . . . . . . . 39
8.2 Gibanje obrestnih mer nem²kih obveznic med letoma 2004 in 2019 . . 39
8.3 Pojasnjen deleº variabilnosti obrestnih mer . . . . . . . . . . . . . . . 41
8.4 Uteºi prvih petih glavnih komponent . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
8.5 Ocenjene in opaºene donosnosti nem²kih obveznic . . . . . . . . . . . 44
8.6 Ocenjene do tveganja nevtralne donosnosti nem²kih obveznic . . . . . 44
8.7 Ocenjene terminske premije nem²kih obveznic . . . . . . . . . . . . . 45
8.8 RMSE in MAE za prileganje znotraj vzorca podatkov . . . . . . . . . 46
8.9 Primerjava parametrov B̂n in β̂n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
8.10 Preseºne donosnosti nem²kih obveznic . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
8.11 Dekompozicija terminske strukture s petfaktorskim ACM modelom
za nem²ke obveznice (januar 2009 - januar 2019) . . . . . . . . . . . . 49
8.12 Dekompozicija variance cenilnega jedra . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
8.13 Dekompozicija terminske strukture s petfaktorskim ACM modelom
za nem²ke obveznice (september 2004 - januar 2019) . . . . . . . . . . 51
8.14 Dekompozicija terminske strukture s petfaktorskim ACM modelom
za nem²ke obveznice (junij 1986 - januar 2019) . . . . . . . . . . . . . 54
8.15 Napovedi kratkoro£nih obrestnih mer za obdobje med oktobrom 2012
in septembrom 2015 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
8.16 Napovedi kratkoro£nih obrestnih mer za obdobje med majem 2013 in
aprilom 2016 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
8.17 Napovedi kratkoro£nih obrestnih mer za obdobje med majem 2015 in
aprilom 2018 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
8.18 Spreminjanje napovedi kratkoro£nih obrestnih mer s prihodom novih




8.1 Nominalne donosnosti nem²kih brezkuponskih obveznic: opisne sta-
tistike (januar 2009 - januar 2019) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
8.2 Preseºne donosnosti nem²kih brezkuponskih obveznic: opisne stati-
stike (januar 2009 - januar 2019) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
8.3 Analiza glavnih komponent: standarni odkloni in pojasnjena varia-
bilnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
8.4 Analiza glavnih komponent: uteºi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
8.5 Petfaktorski model: ocenjeni VAR koecienti . . . . . . . . . . . . . . 43
8.6 Petfaktorski model: ocenjeni koecienti trºne cene tveganja . . . . . . 43
8.7 Uspe²nost modelov za prileganje znotraj vzorca podatkov: RMSE in
MAE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
8.8 Napake pri vrednotenju donosnosti za petfaktorski model: opisne sta-
tistike . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
8.9 Napake pri vrednotenju preseºne donosnosti za petfaktorski model:
opisne statistike . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
8.10 Nominalne donosnosti nem²kih brezkuponskih obveznic: opisne sta-
tistike (september 2004 - januar 2019) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
8.11 Nominalne donosnosti nem²kih brezkuponskih obveznic: opisne sta-
tistike (junij 1986 - januar 2019) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
8.12 RMSE za napovedi kratkoro£ne obrestne mere za vzorec podatkov od
septembra 2004 do januarja 2019 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
8.13 RMSE za napovedi kratkoro£ne obrestne mere za vzorec podatkov od




V delu predstavite modeliranje terminske strukture nem²kih drºavnih obveznic. Mo-
del tudi implementirajte na realnih podatkih. Za osnovo naj vam sluºi osnovna
literatura.
Osnovna literatura:
T. Adrian, R. K. Crump in E. Moench, Pricing the term structure with linear re-
gressions, Federal Reserve Bank of New York Sta Reports 340 (2013).





Trºni udeleºenci lahko investirajo v kratkoro£ne ali dolgoro£ne obveznice. Slednje
so bolj izpostavljene razli£nim vrstam trºnih tveganj, za kar tveganju nenaklonjeni
investitorji zahtevajo nadomestilo v obliki premije za tveganje. Nominalno dono-
snost obveznice lahko torej raz£lenimo na dve komponenti: do tveganja nevtralno
donosnost in terminsko premijo. Komponenti nista neposredno opazljivi, zato ju
moramo oceniti z uporabo ekonometri£nih modelov. V magistrskem delu natan£no
predstavimo matemati£no izpeljavo ACM modela in ga uporabimo za modelira-
nje terminske strukture nem²kih drºavnih obveznic. Ovrednotimo in primerjamo
uspe²nost razli£nih specikacij osnovnega modela znotraj in izven vzorca podatkov.
Analiza znotraj vzorca podatkov zajema aproksimacijo in dekompozicijo terminske
strukture. Gibanje posameznih komponent skozi £as razloºimo z makroekonomskega
vidika. V okviru analize izven vzorca podatkov primerjamo napovedi kratkoro£nih
obrestnih mer za tri leta vnaprej.
Math. Subj. Class. (2010): 62M10, 62P20, 91B84
Klju£ne besede: Krivulja donosnosti, netvegana obrestna mera, teorija pri£ako-
vanj, terminska struktura, terminska premija, ani model terminske strukture, ce-





Market agents can invest in short- or long-term bonds. The latter are more exposed
to various types of market risks. This is why the risk-averse investors demand a
compensation in a form of risk premium. A nominal yield can be decomposed into
two components: risk-neutral yield and term premium. None of the components
is directly observable, therefore they need to be estimated by using econometric
models. The present thesis covers a detailed mathematical derivation of the ACM
model and its application to the modelling of the term structure of German gover-
nment bonds. It assesses and compares the in- and out-of-sample performance of
the model's variations. In-sample analysis includes approximation and decomposi-
tion of the term structure of interest rates. The dynamics of both components over
time is interpreted from the macroeconomic point of view. Out-of-sample analysis
generates and compares short-rate predictions up to three years ahead.
Math. Subj. Class. (2010): 62M10, 62P20, 91B84
Keywords: Yield curve, risk-free interest rate, expectation theory, term structure,
term premium, ane term structure model, pricing kernel, market price of risk,





elja po razumevanju, kateri dejavniki in na kak²en na£in vplivajo na gibanje krivu-
lje donosnosti, je pripeljala do obseºnih raziskav na podro£ju modeliranja dinamike
terminske strukture obrestnih mer. Preden se vanje poglobimo, je smiselno od-
govoriti na vpra²anje, zakaj trºne udeleºence informacije o gibanju obrestnih mer
pravzaprav zanimajo. Piazzesi [49] navede nekaj najpomembnej²ih razlogov:
• Napovedovanje: donosnosti dolgoro£nih obveznic so pri£akovane vrednosti pri-
hodnjih kratkoro£nih donosnosti, ki jim dodamo popravek za izpostavljenost
tveganju. To pomeni, da trenutna krivulja donosnosti vsebuje informacije o
prihodnjih donosnostih. Na podlagi tega lahko napovemo prihodnje stanje
gospodarskih dejavnikov, npr. realne gospodarske aktivnosti in inacije. Ti
igrajo klju£no vlogo pri investicijskih odlo£itvah podjetij in odlo£itvah potro-
²nikov o var£evanju.
• Vodenje monetarne politike: centralne banke lahko vplivajo na kratkoro£ne
obrestne mere, vlagatelje pa pogosto zanimajo dolgoro£ne. Terminska struk-
tura nam pomaga razumeti, kako bodo spremembe kratkoro£nih obrestnih mer
vplivale na dolgoro£ne. Sluºi kot zgodnji indikator izbolj²anja ali poslab²anja
makroekonomskih razmer.
• Politika dolga: pred izdajo novih obveznic se drºava na podlagi pri£akovanih
donosnosti odlo£i, obveznice katerih zapadlosti bo izdala, torej kolik²en deleº
dolga naj predstavljajo kratkoro£ne oz. dolgoro£ne obveznice.
• Vrednotenje nan£nih instrumentov: cene kuponskih obveznic in ostalih -
nan£nih instrumentov so dolo£ene na podlagi prihodnjih donosnosti.
Centralna banka se na dogajanja na trgu odzove z razli£nimi ukrepi, s katerimi
uravnava vi²ino obrestnih mer. Za razumevanje, kako posamezen ukrep vpliva na
gibanje terminske strukture, donosnost obveznice pogosto razbijemo na dve kompo-
nenti: komponento pri£akovanih prihodnjih kratkoro£nih obrestnih mer (ki jo bomo
imenovali tudi do tveganja nevtralna donosnost) in terminsko premijo. Slednja
predstavlja premijo za tveganje, ki so mu trºni udeleºenci izpostavljeni pri drºanju
dolgoro£nih obveznic. Primera ukrepov, ki jih z namenom zmanj²ati tveganja in
nuditi podporo posameznim segmentom trgov izvaja Evropska centralna banka, sta
signaliziranje prihodnje naravnanosti denarne politike in program nakupov vredno-
stnih papirjev [4]. Analiza dekompozicije obrestnih mer pokaºe, da razli£no vplivata
na gibanje komponent terminske strukture.
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Poglavje 1. Uvod
Posameznih komponent donosnosti ne moremo dolo£iti neposredno iz trºnih cen,
zato ju moramo oceniti z uporabo ekonometri£nih modelov. V literaturi najdemo
²irok nabor modelov terminske strukure, med katerimi po priljubljenosti zaradi eno-
stavnosti prednja£ijo dinami£ni ani modeli. V slednjih je gibanje obrestnih mer
dolo£eno z nekaj cenilnimi faktorji, ki se skozi £as razvijajo skladno z vektorsko av-
toregresijo. Kratkoro£na obrestna mera in dolgoro£ne donosnosti so ane funkcije
cenilnih faktorjev. Poleg tega so parametri modela omejeni tako, da zagotavljajo
odsotnost arbitraºne priloºnosti.
Adrian, Crump in Moench so za potrebe ameri²ke centralne banke FED razvili
ve£faktorski ani model terminske sturkture. Ta v nasprotju z ve£ino podobnih
modelov parametre oceni s trikora£no linearno regresijo in ne z metodo najve£jega
verjetja. To mu daje pomembno prednost, saj omogo£a hitro izra£unljivost brez
uporabe numeri£nih metod. Poleg tega je model moºno raz²iriti tako, da poleg
latentnih vklju£uje ²e makroekonomske faktorje za pojasnjevanje dinamike terminske
strukture.
Avtorji ACM model uporabijo za modeliranje terminske strukture ameri²kih dr-
ºavnih obveznic. Analiza u£inkovitosti pokaºe zelo dobro prileganje petfaktorskega
modela znotraj vzorca podatkov. Izven vzorca podatkov je bolj²i od ²tirifaktorskega
modela, ki sta ga predlagala Cochrane in Piazzesi [19]. Na podlagi zgoraj opisanih
lastnosti smo se odlo£ili za uporabo ACM modela za dolo£anje terminske strukture
nem²kih drºavnih obveznic.
Struktura magistrskega dela je slede£a. V drugem poglavju so denirani osnovni
pojmi, ki se pojavljajo pri modeliranju terminske strukture in terminske premije.
V tretjem poglavju predstavimo nekatere nan£ne pojme in izreke, ki so pomembni
za razumevanje nadaljevanja magistrskega dela. etrto poglavje vsebuje kratek
pregled razvoja anih modelov terminske strukture in peto na£ine dolo£anja ter-
minske premije. V ²estem poglavju natan£no deniramo in matemati£no izpeljemo
ACM model. Sedmo poglavje opisuje postopek ocenjevanja parametrov modela. V
osmem poglavju so predstavljeni rezultati implementacije modela za nem²ke drºavne
obveznice ter interpretirani z makroekonomskega vidika. Zadnje poglavje povzame





Obveznica je dolºni²ki vrednostni papir, ki ga izdajatelj (obi£ajno drºava ali pod-
jetje) uporablja za zbiranje kapitala. Ob izdaji se zaveºe, da bo vlagatelju oz.
kupcu obveznice ob vnaprej dolo£enih datumih izpla£eval periodi£ne obresti v obliki
kuponov, na dan zapadlosti (dospetja) obveznice pa vrednost, imenovano glavnica
(nominalna vrednost). Kupec obveznice zanjo ob nakupu pla£a dolo£eno ceno oz.
premijo. Obveznice lahko lo£imo glede na £as do zapadlosti. Obveznice z zapadlo-
stjo, kraj²o od desetih let, imenujemo kratkoro£ne. Obveznice z zapadlostjo, dalj²o
od desetih let, imenujemo dolgoro£ne.
Obveznice, ki ne izpla£ujejo kuponov, imenujemo brezkuponske obveznice. Te
praviloma ponujajo vi²jo obrestno mero kot kuponske obveznice, saj je vlagatelj
izpostavljen ve£jemu tveganju. V primeru bankrota izdajatelja brezkuponske ob-
veznice namre£ ni prejel nobenih obresti v obliki kuponov. Donos brezkuponske
obveznice predstavlja razlika med ceno ter nominalno vrednostjo ob zapadlosti. Do-
nos je realiziran ob zapadlosti obveznice, ko se vlagatelju izpla£a celotna nominalna
vrednost papirja.
Premija, ki jo kupec pla£a ob nakupu obveznice, je pravzaprav posojilo izdaja-
telju. Pojavi se vpra²anje, kolik²na naj bo vi²ina pla£ane premije, da bo po²tena
tako za kupca kot tudi za izdajatelja obveznice. Premija predstavlja vrednost obve-
znice, torej sedanjo vrednost vseh prihodnjih denarnih tokov, ki jih kupec pri£akuje
v prihodnosti do zapadlosti obveznice. Nominalno obrestno mero, s katero diskonti-
ramo prihodnje denarne tokove, imenujemo donosnost obveznice. Cena in donosnost
obveznice sta obratno povezani. Vi²ja donosnost pomeni niºjo ceno in obratno.
V nadaljevanju bomo videli, so pri diskontiranju denarnih tokov za dolo£anje
cene obveznice upo²tevana ²e tveganja, katerim je obveznica izpostavljena v £asu
od izdaje do zapadlosti. Donosnost na idealno, popolnoma likvidno obveznico brez
tveganja predstavlja netvegana obrestna mera (ang. risk-free interest rate).
Krivulja donosnosti (ang. yield curve) ali terminska struktura (ang. term struc-
ture) obrestnih mer nam pove, kak²na je povezava med zapadlostjo obveznice in
njeno donosnostjo. Glede na ekonomske razmere najbolj pogosto opazimo eno od
krivulj donosnosti, prikazanih na sliki 2.1:
• Normalna krivulja donosnosti pomeni, da imajo dolgoro£ne obveznice vi²je do-
nosnosti od kratkoro£nih. Razlog za to je, da so gospodarske razmere v daljni
prihodnosti bolj negotove. Donosnosti dolgoro£nih obveznic zato vklju£ujejo
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Poglavje 2. Osnovni pojmi modeliranja terminske strukture
nadomestilo za tveganje. Normalna krivulja donosnosti je indikator pozitivne
ekonomske rasti.
• Obrnjena krivulja donosnosti pomeni, da so donosnosti kratkoro£nih obveznic
vi²je od donosnosti dolgoro£nih. Obrnjena oblika obi£ajno napoveduje padec
obrestnih mer v prihodnosti in nan£no recesijo. Zaradi strahu pred upo£asni-
tvijo oz. kr£enjem gospodarstva so dolgoro£ni vlagatelji pripravljeni sprejeti
niºje donosnosti.
• Ravna oblika krivulje donosnosti pomeni, da se donosnosti kratkoro£nih in dol-
goro£nih obveznic ne (ali zelo malo) razlikujejo. Pojavi se kot prehodno stanje
med normalno in obrnjeno krivuljo donosnosti, ko investitorji niso prepri£ani,
kak²no bo prihodnje gibanje obrestnih mer.
Slika 2.1: Pogoste oblike krivulj donosnosti.
2.1 Notacija in oznake
V tem podpoglavju deniramo pojme in oznake, ki jih bomo v nadaljevanju uporabili
pri modeliranju terminske strukture. Denicije so zapisane v diskretni obliki.
Naj P (n)t predstavlja ceno brezkuponske obveznice z zapadlostjo n ob £asu t in






Logaritem cene obveznice ima slede£o interpretacijo. e je cena brezkuponske
obveznice z zapadlostjo enega leta enaka 0.95, je logaritem cene obveznice enak
ln(0.95) = −0.051. To pomeni, da se obveznica prodaja s 5,1 % diskontom.
Donosnost obveznice (ang. bond yield) je obrestna mera, ki zagotavlja dolo-
£eno ceno obveznice. Deniramo Y (n)t , to je donosnost brezkuponske obveznice z
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Terminska obrestna mera (ang. forward rate) je vnaprej dolo£ena obrestna mera
za obdobje med dvema £asoma v prihodnosti. Terminsko pogodbo lahko sestavimo
iz portfelja brezkouponskih obveznic, zato lahko terminsko obrestno mero dolo£imo
na podlagi njihovih cen. Logaritem terminske obrestne mere ob £asu t za obdobje








Dalje z r(n)t+1 ozna£imo logaritem donosnosti v £asu drºanja (ang. holding period
return), ki nastane, £e ob £asu t kupimo obveznico z zapadlostjo n in jo ob £asu








Kon£no deniramo ²e rx(n−1)t+1 , to je logaritem preseºne donosnosti v £asu drºanja
(ang. excess holding return) obveznice z zapadlostjo n. Predstavlja razliko med









t − rt. (2.6)
Interpretiramo jo kot preseºno donosnost nad netvegano obrestno mero.
2.2 Teorija pri£akovanj in terminska premija
Terminska struktura obrestnih mer je z makroekonomskega vidika eden glavnih in-
dikatorjev ekonomske aktivnosti. Dobra napoved terminske strukture lahko pomaga
pri odlo£anju o monetarni politiki. Z vidika nan£ne ekonomije je terminska struk-
tura pomembna za vrednotenje sredstev na trgu, cene nan£nih instrumentov so
namre£ dolo£ene na podlagi obrestnih mer. Poleg tega lahko z informacijami o
prihodnji terminski strukturi laºje in bolj u£inkovito upravljamo s tveganji.
Trºni udeleºenci lahko investirajo v kratkoro£ne ali dolgoro£ne obveznice. Slednje
so zaradi dalj²ega dospetja bolj izpostavljene razli£nim vrstam tveganja:
• obrestnemu: tveganje zaradi moºnosti neugodnega gibanja obrestnih mer na
trgu,
• kreditnemu: tveganje, da dolºnik svojih nan£nih obveznosti ne bo mogel ali
ne bo hotel izpolniti,
• likvidnostnemu: tveganje zaradi moºnosti pomanjkanja denarnih sredstev za
popla£ilo nan£nih obveznosti,
5
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• inacijskemu: tveganje, da bo inacija vi²ja kot kapitalski donos na vloºena
sredstva in
• drugim vrstam tveganj.
Tveganju nenaklonjeni investitorji v zameno za ve£jo izpostavljenost tveganju zahte-
vajo dodatno donosnost, ki jo imenujemo terminska premija. Obstaja ve£ denicij,
intuitivno pa terminska premija predstavlja dodatno donosnost vlagatelja ob nakupu
dolgoro£ne obveznice v primerjavi z ve£kratnim zaporednim nakupom kratkoro£nih
obveznic.
2.2.1 Teorija pri£akovanj
ista teorija pri£akovanj (ang. pure expectation hypothesis) pravi, da je donosnost
dolgoro£ne obveznice enaka povpre£ju pri£akovanih kratkoro£nih obrestnih mer za

















Primerjamo dve strategiji. Prva je, da ob £asu t kupimo obveznico, ki dospe £ez n
let. Druga strategija je, da ob £asih t, t + 1, . . . , t + n − 1 zaporedoma kupujemo
enoletne obveznice. Donosnost n-letne obveznice je po £isti teoriji pri£akovanj enaka
povpre£ju pri£akovanih donosnosti enoletnih obveznic. Izkaºe se, da enakost (2.7) v
realnosti ne drºi. Dolgoro£na obveznica je izpostavljena ve£jemu tveganju kot krat-
koro£na, zato investitorji zahtevajo nadomestilo za drºanje dolgoro£ne obveznice.
ibka teorija pri£akovanj (ang. weak expectation hypothesis) pravi, da je razlika
med povpre£jem pri£akovanih prihodnjih kratkoro£nih obrestnih mer in donosnostjo

















Ve£ina empiri£nih raziskav je pokazala, da tudi ²ibka teorija pri£akovanj praviloma
ne drºi [12]. Cene brezkuponskih obveznic vklju£ujejo terminsko premijo, ki ni
konstantna, temve£ se s £asom spreminja. Pravimo, da je £asovno variabilna. Po-
jasnjevanje dinamike terminske premije je eden od pomembnih ciljev modeliranja
terminske strukture [8].
2.2.2 Denicije terminske premije
V literaturi je £asovno variabilna terminska premija denirana na tri na£ine [19]:
1. Terminska premija kot razlika med donosnostjo n-letne brezkuponske obve-

















Terminska premija je povpre£na pri£akovana donosnost, ki nastane, £e n-letno
obveznico od £asa t drºimo do zapadlosti, in jo nanciramo z zaporedjem
enoletnih obveznic.
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2. Terminska premija kot razlika med terminsko obrestno mero za obdobje med










V tem primeru je terminska premija pri£akovana donosnost, ki nastane, £e n-
letno obveznico ob £asu t drºimo do zapadlosti ter jo nanciramo z n−1-letno
obveznico ob £asu t in enoletno obveznico med £asoma t+ n− 1 in t+ n.
3. Terminska premija kot razlika med pri£akovano donosnostjo ob nakupu n-letne








− y(1)t . (2.11)
Terminska premija je donosnost, ki nastane, £e n-letno obveznico ob £asu t
drºimo eno leto in jo nanciramo z enoletno obveznico.
V vseh zgornjih denicijah terminska premija predstavlja odstopanje od teorije pri-
£akovanj. V primeru, da drºi £ista teorija pri£akovanj, je terminska premija enaka
ni£. V nasprotnem primeru je praviloma pozitivna, obstajajo pa tudi primeri nega-
tivne terminske premije. Denicije (2.9), (2.10) in (2.11) so ekvivalentne, torej £e je





V slede£em poglavju je predstavljenih nekaj pojmov, izrekov in matemati£nih ena-
kosti, potrebnih za razumevanje nadaljevanja magistrskega dela.
3.1 Jensenova neenakost in popravek za konveksnost
Najprej si poglejmo Jensenovo neenakost, ki opisuje relacijo med vrednostjo kon-
veksne funkcije integrala in integralom konveksne funkcije. Aplicirali jo bomo na
primer normalno porazdeljene slu£ajne spremenljivke in rezultat uporabili v poglavju
6 pri matemati£ni deniciji ACM modela terminske strukture.
Izrek 3.1.1 (Jensenova neenakost) Naj bo (Ω,F, P ) verjetnostni prostor s P (Ω) =
1, X : Ω → (a, b) integrabilna slu£ajna spremenljivka in f : (a, b) → R konveksna
funkcija. Potem velja Jensenova neenakost:
f(E[X]) ≤ E[f(X)]. (3.1)
Pri£akovana vrednost konveksne funkcije je ve£ja ali enaka funkciji povpre£ne vre-
dnosti.
Primer 3.1.2 Naj bo X ∼ N(µ, σ2) normalno porazdeljena slu£ajna spremenljivka
s povpre£jem µ in varianco σ2. elimo izra£unati pri£akovano vrednost E[eX ]. Po-
razdelitev X lahko zapi²emo kot funkcijo strandardne normalne porazdelitve: X ∼
µ+ σN(0, 1). Iz tega sledi:





kjer MN(0,1)(t) predstavlja momentno rodovno funkcijo standardno normalno poraz-







Uporabimo rezultat iz (3.3) v ena£bi (3.2) in dobimo:















Dolo£anje cen sredstev, med drugim tudi obveznic, temelji na teoriji vrednotenja
naloºb. To podrobno predstavi Cochrane [17], po katerem sem povzela bistvene
koncepte v nadaljevanju.
Glavna ideja vrednotenja naloºb je naslednja: dana²nja cena sredstva je enaka
diskontirani pri£akovani vrednosti izpla£ila v prihodnosti. Cenilno jedro oz. stoha-
sti£ni diskontni faktor (ang. pricing kernel, stochastic discount factor) je operator,
ki dolo£a cene vseh sredstev na trgu. Je slu£ajna spremenljivka, ki zado²£a funkciji,
s katero na podlagi prihodnjih izpla£il in tveganja dolo£imo dana²njo ceno sredstva.
Naj Pt predstavlja dana²njo ceno sredstva inXt+1 vrednost izpla£ila tega sredstva
v prihodnosti. Velja, da je dana²nja cena sredstva enaka pri£akovani vrednosti
prihodnjega izpla£ila, diskontiranega s cenilnim jedrom Mt+1:
Pt = Et[Mt+1Xt+1]. (3.5)
Stohasti£ni diskontni faktor je funkcija podatkov in parametrov:
Mt+1 = f(podatki, parametri). (3.6)
Osnovni koncept vrednotenja s cenilnim jedrom velja za razli£ne vrste naloºb:
opcije, delnice in obveznice. Te se razlikujejo v deniciji izpla£ila. V primeru delnice
izpla£ilo predstavlja vsoto prihodnje cene delnice in dividend: Xdt+1 = P
d
t+1 +Dt+1.
Nas bodo zanimale brezkuponske obveznice z nominalno vrednostjo 1. V tem pri-
meru je izpla£ilo enako Xot+1 = 1 in cena obveznice enaka kar pri£akovani vrednosti
diskontnega faktorja: Pt = Et[Mt+1].
Modeli za vrednotenje naloºb se razlikujejo v obliki cenilnega jedra, torej deni-
ciji funkcije f . Slednjo lahko v praksi empiri£no ocenimo. Pri modeliranju terminske
strukture se pogosto uporablja eksponentno ana oblika cenilnega jedra.
3.3 Ekvivalentna martingalska verjetnost
Verjetnosti dogodkov na nan£nih trgih so obi£ajno podane s zi£no oz. realno ver-
jetnostno mero, ki jo ozna£imo s P (ang. physical measure). P vklju£uje negotovosti
in tveganja, ki se pojavljajo na trgih v realnem svetu. Ve£ina investitorjev je tve-
ganju nenaklonjena. To pomeni, da pri vrednotenju tveganih naloºb v zameno za
negotovost in izpostavljenost tveganju zahtevajo dodatno donosnost oz. premijo za
tveganje. Posamezni investitorji imajo razli£ne preference do tveganja in posledi£no
zahtevajo razli£ne, individualne premije za tveganje. Investitorjevo nenaklonjenost
tveganju je teºko koli£insko opredeliti.
Teºavi se lahko izognemo z alternativno metodo vrednotenja, imenovano do tve-
ganja nevtralno vrednotenje. Predpostavimo, da obstaja nova verjetnostna mera Q,
za katero velja:
1. Q in P sta ekvivalentni, to pomeni, da za vsak dogodek S velja:
P(S) > 0 ⇔ Q(S) > 0.
P in Q pripi²eta ni£elno verjetnost istim dogodkom.
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Mero Q, ki zado²£a zgornjima lastnostma, imenujemo do tveganja nevtralna oz.
ekvivalentna martingalska mera (ang. risk neutral, equivalent martingale measure)
[32]. V podpoglavju 3.4 bomo videli, da njen obstoj zagotavlja predpostavka, da
na trgu ni arbitraºe. Pod ekvivalentno martingalsko mero Q so trºni udeleºenci do
tveganja nevtralni. Cene naloºb lahko zato z uporabo Q dolo£imo zgolj z diskonti-
ranjem z netvegano obrestno mero.
Kako se dinamika stohasti£nega procesa spremeni po spremembi zi£ne v ekvi-
valentno martingalsko mero, nam pove izrek Girsanova. Povezavo med zi£no in
do tveganja nevtralno mero predstavlja trºna cena tveganja, podrobneje opisana v
podpoglavju 3.5.
3.4 Osnovna izreka vrednotenja naloºb
Videli smo, da je cenilno jedro slu£ajna spremenljivka, ki na podlagi izpla£il do-
lo£i cene sredstev. Pojavi se vpra²anje, kdaj tak²no cenilno jedro obstaja. Katere
predpostavke o trgih so potrebne za obstoj cenilnega jedra? V tem podpoglavju sta
predstavljena izreka, ki odgovorita na ti vpra²anji.
Arbitraºna priloºnost je investicijska strategija, ki trºnemu udeleºencu zagota-
vlja pozitivno izpla£ilo brez za£etnega vloºka. e investitor ne more zastonj dobiti
portfelja z moºnim pozitivnim izpla£ilom, pravimo, da na trgu ni arbitraºe (ang. no
arbitrage, NA) [17]. Odsotnost arbitraºe lahko deniramo na naslednji na£in [17]:
Denicija 3.4.1 (Odsotnost arbitraºe) Naj X predstavlja prostor vseh izpla£il
in p cenilno funkcijo, ki dolo£a cene izpla£il. Na trgu ni arbitraºe, £e ima vsako
nenegativno izpla£ilo X ≥ 0, X ∈ X in P(X ̸= 0) > 0 pozitivno ceno p(X) > 0.
Predpostavka, da na trgu ni arbitraºe, je temelj ve£ine modernih ekonomskih
teorij. Za nas pomembna posledica je opisana z osnovnim izrekom vrednotenja
naloºb.
Izrek 3.4.2 (Osnovni izrek vrednotenja naloºb) Naslednji trditvi sta ekviva-
lentni:
1. Na trgu ni arbitraºe.
2. Obstaja pozitivno linearno1 cenilno jedro Mt, ki dolo£a cene vseh sredstev na
trgu.
Na popolnih trgih je tak²no cenilno jedro enoli£no dolo£eno. Za dokaz izreka 3.4.2
se lahko bralec obrne na Dybvig in Ross [28].
Obstoj linearnega cenilnega jedra lahko predstavimo na ekvivalentne na£ine.
Eden od teh martingalsko (do tveganja nevtralno) vrednotenje: cena naloºbe je
pri£akovana vrednost izpla£il pod ekvivalentno martingalsko mero, diskontirana z
netvegano obrestno mero. Ekvivalenco obeh pristopov predstavlja reprezentacijski
izrek [28].
1Linearnost cenilnega operatorja q pomeni, da za naklju£ni izpla£ili X in Y ter poljubni in
konstanti a in b velja: q(aX + bY ) = aq(X) + bq(Y ).
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Izrek 3.4.3 (Reprezentacijski izrek) Naslednji trditvi sta ekvivalentni:
1. Obstaja pozitivno linearno cenilno jedro Mt.
2. Obstajajo pozitivne ekvivalentne martingalske (do tveganja nevtralne) verje-
tnosti in pripadajo£a netvegana obrestna mera (martingalska lastnost).
Tudi izrek 3.4.3 dokaºeta Dybvig in Ross [28]. Iz izrekov 3.4.2 in 3.4.3 vidimo,
da odsotnost arbitraºe zagotavlja obstoj ekvivalentne martingalske verjetnosti in
obratno2.
3.5 Trºna cena tveganja
Obliko terminske strukture obrestnih mer poleg pri£akovanj glede prihodnjih krat-
koto£nih obrestnih mer dolo£a ²e terminska premija, ki se pojavi kot posledica nego-
tovosti in tveganja. Tveganja ne moremo izlo£iti, zato ga moramo znati vrednotiti
in ga upo²tevati pri modeliranju terminske strukture.
Pri modeliranju ne£esa, s £imer ne moremo trgovati (npr. trenutne obrestne
mere), negotovost in tveganje vklju£imo preko trºne cene tveganja. V primeru mo-
deliranja terminske strukture nam ta pove, kako je tveganje v obliki terminske pre-
mije vklju£eno v donosnost in posledi£no v ceno obveznice. Terminska premija je
odvisna tako od koli£ine, kakor tudi od cene tveganja.
V nadaljevanju je predstavljena izpeljava trºne cene tveganja v diskretni obliki.
Za podrobnosti se lahko bralec obrne na [30].
Naj P (n)t , kakor do sedaj, predstavlja ceno brezkuponske obveznice z zapadlostjo
n ob £asu t in nominalno vrednostjo 1. Obveznica je izpostavljena tveganju, zato
lahko v £asu t + 1 cena obveznice naraste oz. pade. Zaradi ve£ moºnih scenarijev
kot ceno obveznice v £asu t + 1 uporabimo kar pri£akovano vrednost, izra£unano
na podlagi vseh moºnih prihodnjih cen obveznice. Ozna£imo jo s P
(n−1)
t+1 . Dalje s
σ
(n−1)
t+1 ozna£imo volatilnost cene obveznice v prihodnjem £asu t+1. Volatilnost meri
tveganost naloºbe oz. koli£ino tveganja.
Vemo da je v svetu, kjer ni negotovosti, dana²nja cena obveznice enaka prihodnji
ceni obveznice, diskontirani z netvegano obrestno mero rt. Intuitivno bi rekli, da
negotovost v vrednotenje vklju£imo zgolj tako, da pri diskontiranju prihodnjo ceno









Vemo, da investitorji zahtevajo dodatno donosnost za izpostavljenost tveganju. Zato






























2Ekvivalentnost teh dveh trditev imenujemo prvi osnovni izrek vrednotenja naloºb.
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Vidimo, da je v tem primeru donosnost v £asu drºanja enaka netvegani obrestni
meri, pove£ani za dodatno donosnost, ki predstavlja nadomestilo za izpostavljenost
tveganju.
S postopkom oblikovanja netveganega portfelja obveznic z razli£nimi zapadlostmi
n in m lahko izpeljemo pogoj, ki zagotavlja, da na trgu ni arbitraºe. Izkaºe se, da
mora biti razmerje med premijo za tveganje in volatilnostjo cene obveznice enako za
















Koli£ino λt imenujemo trºna cena tveganja (ang. market price of risk), saj
dolo£a dodatno preseºno donosnost na dodatno enoto tveganja [37]. Premijo za
tveganje posledi£no izra£unamo kot produkt trºne cene tveganja in koli£ine tveganja,






Premija meri preseºno donosnost, ki jo investitorji zahtevajo za izpostavljenost tr-
ºnemu tveganju.
Pri modeliranju je potrebno dolo£iti obliko trºne cene tveganja tako, da se sklada
z zahtevo o odsotnosti arbitraºe na trgu. V podpoglavju 4.3 sta podrobno predsta-
vljeni popolno ana in skoraj ana oblika. Modeli, v katerih je trºna cena tveganja
enaka ni£, so pravzaprav denirani pod do tveganja nevtralno mero.
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Ani modeli terminske strukture
Terminska struktura obrestnih mer predstavlja povezavo med donosnostmi obveznic
in njihovimi zapadlostmi. V vsaki £asovni to£ki torej povezuje prese£ne podatke o
donosnostih za obveznice z razli£nimi zapadlostmi. Obi£ajno analiziramo termin-
sko strukturo brezkuponskih obveznic. Modele terminske strukture, ki veljajo za
brezkuponske obveznice, lahko prenesemo tudi na kuponske obveznice.
Glavno vpra²anje modeliranja terminske strukture se glasi: kako se terminska
struktura obrestnih mer razvija skozi £as? V nancah si je smiselno predstavljati,
da na gibanje terminske strukture vplivajo spremenljivke, katerih prihodnjih vre-
dnosti ne moremo z gotovostjo napovedati. To sta npr. stopnja ekonomske rasti
in stopnja inacije [7]. Njihove vrednosti se v £asu naklju£no spreminjajo, zato
so to slu£ajne spremenljivke, ki jih v kontekstu modeliranja terminske strukture
imenujemo cenilni faktorji. Ti so lahko latentni (neopaºeni) ali opaºeni (npr. ma-
kroekonomske spremeljivke). Gibanje oz. dinamika terminske strukture je dolo£ena
z dinamiko faktorjev ter gibanjem dodatne premije za tveganje.
Od modela terminske strukture pri£akujemo, da generira vrednosti obrestnih
mer, ki se smiselno ujemajo z dejanskimi vrednostmi na trgu. Model mora dobro
napovedati prihodnje obrestne mere, poleg tega pa mora biti matemati£no ustrezno
in hitro izra£unljiv.
V skupino anih modelov terminske strukture uvr²£amo modele, ki predposta-
vljajo ano obliko obrestnih mer. Temeljijo na predpostavki, da so donosnosti
brezkuponskih obveznic ob vsakem £asu ane funkcije1 dolo£enih cenilnih faktor-
jev. Povedano druga£e, cene obveznic so eksponentno ane funkcije teh faktorjev.
Naslednja pomembna predpostavka anih modelov je, da na trgu ni arbitraºnih
priloºnosti. Iz tega po osnovnem izreku vrednotenja naloºb 3.4.2 sledi, da obstaja
pozitivno cenilno jedro, ki dolo£a cene vseh sredstev na trgu.
Ani modeli so za napovedovanje terminske strukture ²iroko uporabljeni. Njihova
glavna prednost je obvladljivost. Re²itve anih modelov lahko dobimo brez uporabe
ra£unsko zahtevnih metod [49]. Ani modeli so se izkazali za zelo prilagodljive, saj
lahko z njimi modeliramo veliko ²tevilo krivulj donosnosti. Poleg tega dolo£ajo cene
obveznic za razli£ne zapadlosti tako, da izklju£ijo arbitraºne priloºnosti [8].
Po drugi strani avtorji izpostavijo tudi nekaj pomanjkljivosti anih modelov.
1 Funkcija L : Rm → Rn je linearna, £e za vsaka vektorja x,y ∈ Rm velja L(x+y) = L(x)+L(y)
in za vsak vektor x ∈ Rm in skalar a velja L(ax) = aL(x). Funkcija A : Rm → Rn je ana, £e
obstajata taka linearna funkcija L : Rm → Rn in vektor b ∈ Rn, da velja A(x) = L(x)+b za vsak
x ∈ Rm [15].
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Bolder [7] kot prvo navaja, da ti modeli v£asih neustrezno modelirajo terminsko
strukturo za zapadlosti ob dolo£enem £asu. Bolj²e namre£ opi²ejo lastnosti £asov-
nih vrst kakor prese£nih podatkov. Naslednja kritika je, da ana struktura preve£
poenostavi odvisnost cen obveznic od cenilnih faktorjev. Nekateri avtorji zato li-
nearno odvisnost nadomestijo z nelinearno. S tem doseºejo bolj realno strukturo,
vendar hkrati mo£no pove£ajo kompleksnost modela. Kritizirano je tudi dejstvo, da
cenilni faktorji, ki dolo£ajo dinamiko terminske strukture, pogosto nimajo ekonom-
ske interpretacije. Nekateri avtorji so v zadnjih letih v modeliranje poskusili kot
cenilne faktorje vklju£iti makroekonomske spremenljivke [8].
4.1 Odsotnost arbitrºne priloºnosti
Model terminske strukture mora zagotavljati odsotnost arbitraºne priloºnosti na
trgu. Terminska struktura se mora gibati tako, da trºni udeleºenci ne dobijo pri-
loºnosti za ustvarjanje netveganega zasluºka. Z drugimi besedami, cene obveznic
moramo dolo£iti tako, da arbitraºne priloºnosti med razli£nimi zapadlostmi niso
moºne. Oblikovanje portfelja obveznic z razli£nimi zapadlostmi tako, da lahko s
trgovanjem ustvarimo netvegan dobi£ek, ni mogo£e.
Da model zadosti tej predpostavki, morajo biti £asovne vrste in prese£ni po-
datki terminske strukture konsistentno povezani. To doseºemo z uvedbo dolo£enih
omejitev na parametre modela. S tem omejimo ²tevilo prostih parametrov (ki je v
modelu brez omejitev veliko) in posledi£no tudi eksibilnost modela. Vodilna sila,
ki premika krivuljo donosnosti, so cenilni faktorji z vnaprej dolo£eno dinamiko. Od-
sotnost arbitraºe doseºemo tako, da uvedemo dolo£ene omejitve na cenilne faktorje,
ki dolo£ajo gibanje terminske strukture [8]. Tak²ne modele imenujemo nearbitraºni
modeli terminske strukture.
V nadaljevanju je predstavljenih nekaj pomembnej²ih nearbitraºnih anih mo-
delov v zvezni obliki.
4.2 Enofaktorski modeli kratkoro£ne obrestne mere
Najenostavnej²i ani modeli terminske strukture so enofaktorski modeli. Njihov na-
men je dolo£iti gibanje obrestnih mer v prihodnosti in na podlagi tega prihodnje
cene obveznic. Gibanje obrestnih mer je odvisno od enega stohasti£nega faktorja:
kratkoro£ne obrestne mere. Model deniramo tako, da dolo£imo zvezni proces krat-
koro£ne obrestne mere in obliko nihanja premije za tveganje. Pri tem moramo
upo²tevati, da se na trgu ne sme pojaviti arbitraºna priloºnost. Predpostavimo, da
kratkoro£na obrestna mera rt sledi Itôvemu stohasti£nemu procesu. Splo²na oblika
enofaktorskega modela je torej podana z naslednjo stohasti£no diferencialno ena£bo:
drt = u(rt, t)dt+ w(rt, t)dWt, (4.1)
kjer Wt predstavlja standardno Brownovo gibanje. Na ta na£in v gibanje obrestne
mere zajamemo tveganje. Tu u(rt, t) predstavlja zamik ali tendenco (ang. drift) in
w(rt, t)
2 hipno varianco prirastka procesa rt.
Razli£ni enofaktorski modeli se med seboj razlikujejo v obliki u in w. Naj-
pomemnbej²a predstavnika sta modela Vasicek in Cox-Ingersoll-Ross (CIR), ki ob
dolo£enih predpostavkah omogo£ata izpeljavo analiti£ne formule za ceno obveznice.
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Dostopamo lahko do velikega ²tevila razli£nih trºnih informacij, ki so relevan-
tne za napovedovanje obrestnih mer. Pomanjkljivost enofaktorskih modelov je, da
vse te informacije zdruºijo v le en stohasti£ni faktor. Analize so pokazale, da se
rezultati enofaktorskih modelov pogosto ne ujemajo s histori£nimi podatki. Dina-
mika terminske strukture je namre£ preve£ kompleksna, da bi jo lahko dobro opisali
zgolj z enim virom negotovosti. Bolj²e napovedi dajo ve£faktorski modeli, opisani v
nadaljevanju [23].
4.3 Ve£faktorski modeli kratkoro£ne obrestne mere
Ena od prednosti anih modelov terminske strukture je, da jih lahko relativno eno-
stavno raz²irimo iz enega v ve£faktorske modele.
Osnovno obliko ve£faktorskega (K-faktorskega) modela sta predstavila Due
in Kan [27]. Predpostavita, da je kratkoro£na obrestna mera rt ana funkcija K-
dimenzionalnega vektorja cenilnih faktorjev Xt:
rt = δ0 +
K∑
i=1
X it = δ0 + δ
′
1Xt. (4.2)
Denirata dinamiko vektorja cenilnih faktorjev pod ekvivalentno martingalsko ver-
jetnostjo Q:
dXt = L(θ −Xt)dt+ ΣStdWQ(t), (4.3)




αi + β′iXt. (4.4)
Matrika volatilnosti St predstavlja stohasti£ni del variabilnosti cenilnih faktorjev.
Da je St dobro denirana, so potrebne omejitve za parametre αi in βi. Izraz αi+βiXt
mora biti nenegativen za vsak i in vsak Xt [26]. Oblika matrike St zagotavlja, da je
kovarian£na matrika faktorjev ana funkcija vektorja cenilnih faktorjev [8], [22].
Pod temi predpostavkami obstaja eksplicitna re²itev za ceno obveznice, ki hkrati
zagotavlja, da na trgu ni arbitraºne priloºnosti. Due in Kan pokaºeta, da so cene





kjer sta An in Bn dolo£ena numeri£no, z re²itvijo (Ricattijevih) navadnih diferen-
cialnih ena£b. Pri tem upo²tevamo robna pogoja A0 = 0 in B′0 = 0. Povedano
druga£e, donosnost brezkuponske obveznice ob £asu t, ki zapade ob £asu t + n, je









Poseben primer ve£faktorskega anega modela je med drugimi multivariantni CIR.
Pri ve£faktorskih modelih se pojavi vpra²anje, koliko cenilnih faktorjev vklju£iti
v model. Z ve£jim ²tevilom faktorjev izbolj²amo napovedi krivulje, hkrati pa pove-
£amo kompleksnost modela. Razli£ni avtorji uporabijo razli£no ²tevilo faktorjev. V
literaturi prevladujejo tri-, ²tiri- in petfaktorski modeli.
Ani modeli opi²ejo gibanje terminske strukture pod do tveganja nevtralno mero
Q. Za napovedi donosnosti in ocene terminske premije potrebujemo dinamiko pod
realno mero P. To dobimo z vklju£itvijo trºne cene tveganja.
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4.3.1 Skoraj ani modeli
Kljub velikemu ²tevilu razli£ic in pogosti uporabi imajo klasi£ni ani modeli po-
membno pomankljivost. Duee ugotovi, da so napovedi prihodnjih donosnosti, ki
jih generirajo ani modeli, pogosto slab²e, kot £e donosnosti napovemo zgolj z na-
klju£nim sprehodom [26]. Neu£inkovitost anih modelov je posledica oblike, ki precej
omejuje njihovo eksibilnost. Zato predlaga raz²iritev anih na skoraj ane modele.
Spomnimo se, da ani modeli opi²ejo gibanje terminske strukture pod do tvega-
nja nevtralno mero Q. Dinamiko pod realno mero P dobimo z vklju£itvijo trºne cene
tveganja. Variabilnost terminske strukture v ve£faktorskih anih modelih je odvi-
sna od nenegativne diagonalne matrike volatilnosti St (denirane z ena£bo (4.4)) in
vektorja trºnih cen tveganja λt. Zato moramo obliko vektorja trºnih cen tveganja
dolo£iti tako, da omogo£a dovolj eksibilnosti.
Tako imenovani popolno ani model (ang. completely ane model) predpostavi
naslednjo obliko λt:
λt = Stλ0, (4.7)
kjer je v primeru K-faktorskega modela λ0 vektor parametrov dimenzij (K × 1).
Tak²na oblika trºne cene tveganja v popolno anih modelih ima nekaj slabosti.
Spreminjanje vektorja trºnih cen tveganja je odvisno izklju£no od spreminjanja ma-
trike volatilnosti, torej je spreminjanje terminske premije dolo£eno le z volatilnostjo
donosnosti. Terminska premija se ne more spreminjati neodvisno od volatilnosti
obrestne mere. V anem modelu terminska premija ne more biti negativna, saj so
vsi elementi St nenegativni.
Za izbolj²avo Duee predlaga raz²iritev anih modelov v skoraj ane modele






−1/2, £e inf(αi + β′iXt) > 0,
0, sicer.
(4.8)
Spomnimo se, da smo za dobro deniranost matrike St potrebovali dolo£ene omejitve
za parametre αi in β′i. V deniciji (4.8) so vsi diagonalni elementi ºe dobro denirani,
zato ne zahtevamo dodatnih omejitev parametrov. V skoraj anem modelu je oblika
trºne cene tveganja naslednja:
λt = Stλ0 + S
−
t λ1Xt, (4.9)
kjer je λ1 (K×K)matrika parametrov. S tak²no denicijo spreminjanje cen tveganja
ni ve£ popolnoma odvisno od matrike volatilnosti. Terminska premija se lahko
spreminja neodvisno od volatilnosti obrestne mere. Poleg tega je odpravljena tudi
omejitev o nenegativni terminski premiji. Na ta na£in se pove£a eksibilnost modela
in izbolj²ajo napovedi prihodnjih donosnosti [26].
4.4 Cenilni faktorji in vektorska avtoregresija
Dinamiko cenilnih faktorjev skozi £as (in s tem razvoj £asovne vrste donosnosti) v
diskretnih anih modelih terminske strukture obi£ajno opisuje vektorska avtoregre-
sija (VAR). Vektorska oblika omogo£a modeliranje razvoja ve£ spremenljivk hkrati.
Glavne prednosti VAR so preprosta ana struktura, eksibilnost in preprosta ocena
parametrov.
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4.4.1 Vektorska avtoregresija
V VAR je prihodnja vrednost spremenljivk dolo£ena na podlagi trenutne in preteklih
vrednosti spremenljivk. Spremenljivke zberemo v yt, ki je vektor dimenzij (K × 1),
v primeru, da je ²tevilo spremenljivk enako K. Red VAR dolo£a, koliko preteklih
vrednosti (odlogov) spremenljivk dolo£a vrednost prihodnje. Splo²na oblika VAR
reda p za vektor K spremenljivk yt je naslednja:
yt = c+ A1yt−1 + A2yt−1 + · · ·+ Apyt−p + et, (4.10)
kjer yt−i predstavlja i-ti odlog vektorja spremenljivk, c je (K × 1) vektor konstant,
Ai je (K×K) £asovno invariantna matrika paramterov. et je (K× 1) vektor napak,
za katerega velja:
1. E[et] = 0: vsaka napaka ima pri£akovano vrednost 0,
2. E[ete′t] = Σ: Σ predstavlja pozitivno semidenitno kovarian£no matriko napak
dimenzij (K ×K),
3. E[ete′t−k] = 0: za vsak k, razli£en od 0, so napake skozi £as nekorelirane
(odsotnost serijske koreliranosti).
Za oceno parametrov VAR uporabimo metodo multivariantnih najmanj²ih kva-
dratov (ang. multivariate least squares, MLS ). Na ta na£in dobljene cenilke para-
metrov so konsistentne in asimptoti£no u£inkovite. Poleg tega so enake cenilkam, ki
bi jih dobili s pogojno metodo najve£jega verjetja [47], [53].
4.4.2 Cenilni faktorji v modelih terminske strukture
Vektorski avtoregresijski model s standardno normalno porazdeljenimi napakami
je pogosta izbira za modeliranje makroekonomskih £asovnih vrst. Razli£ni modeli
terminske strukture uporabijo razli£ne cenilne faktorje, ki dolo£ajo gibanje krivulje
donosnosti. V osnovnih modelih so uporabljeni latentni faktorji, torej faktorji, ki so
dolo£eni kar na podlagi preteklih obrestnih mer. To so npr. glavne komponente: v
tem primeru se faktorji izraºajo kot linearne kombinacije preteklih obrestnih mer.
Za pojasnitev zadostnega deleºa gibanja krivulje donosnosti obi£ajno kot cenilni
faktorji zadostujejo prve tri glavne komponente. Litterman in Scheinkman sta jih
poimenovala nivo, naklon in ukrivljenost [43]. e njihova imena opi²ejo, kako ²oki
na vsakega izmed njih vplivajo na premike krivulje donosnosti. Gra£ni prikaz je
na sliki 4.1. Polna £rta predstavlja prvotno obliko krivulje donosnosti, £rtkana pa
obliko po ²oku, ki je prizadel dolo£en faktor.
• Nivo (ang. level) predstavlja prvo glavno komponento. ok nanjo povzro£i,
da se donosnosti brezkuponskih obveznic vseh zapadlosti pomaknejo navzgor
oz. navzdol, pri £emer je premik za obveznice vseh ro£nosti zelo podoben [18],
[44], [54].
• Naklon (ang. slope) je druga glavna komponenta. Na obliko krivulje dono-
snosti vpliva tako, da mo£neje zvi²a donosnosti kratkoro£nih ter rahlo zvi²a
donosnosti dolgoro£nih brezkuponskih obveznic Posledi£no krivulja postane
manj strma in njen naklon se zmanj²a [43],[54].
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• Ukrivljenost (ang. curvature) predstavlja tretjo glavno komponento. Ta spre-
minja predvsem donosnosti srednjero£nih obveznic, na kratko- in dolgoro£ne
ima manj vpliva. Posledi£no krivulja postane bolj izbo£ena [54].
Slika 4.1: Vpliv nivoja, naklona in ukrivljenosti na obliko krivulje donosnosti. (Vir:
Wu [54].)
Evropska centralna banka stremi k doseganju cenovne stabilnosti. To dosega s
kontroliranjem in dolo£anjem kratkoro£nih obrestnih mer, ki jih prilagaja glede na
spremembe v makroekonomskih spremenljivkah. Vemo, da pri£akovane kratkoro£ne
obrestne mere pojasnjujejo znaten deleº dolgoro£ne krivulje donosnosti. Zato je v
modeliranje terminske strukture smiselno vklju£iti makroekonomske spremenljivke.
Nekateri avtorji (Ang in Piazzesi [3], Rudebusch in Wu [51]) v modeliranje vklju£ijo
tudi makroekonomske indikatorje tako, da latentnim faktorjem dodajo makroeko-
nomske. Pogosto sta to inacija in ekonomska aktivnost. Da zagotovijo ra£unsko
obvladljivost predpostavijo neodvisnost med latentnimi in opazljivimi faktorji. Ang
in Piazzesi [3] ugotovita, da se napovedi VAR ob prisotnosti makroekonomskih fak-
torjev izbolj²ajo. Ti pojasnijo do 85% variabilnosti donosnosti obveznic. Vplivajo
predvsem na gibanje kratko- in srednjero£nega dela krivulje donosnosti, medtem ko
latentni faktorji na gibanje dolgoro£nega dela. Ti faktorji potem prav tako vplivajo
na dinamiko in velikost terminske premije. Avtorja s primerjavo modelov brez in z
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makroekonomskimi spremelnjivkami ugotovita, da v prvem terminsko premijo dolo-
£ata nivo in ukrivljenost krivulje donosnosti, medtem ko naklon nanjo nima vpliva.
V drugem primeru je terminska premija odvisna tudi od vklju£enih makroekonom-
skih spremenljivk.
Poleg zgoraj na²tetih faktorjev, ki vplivajo na gibanje terminske premije, ne
smemo zanemariti vpliva vedenjskih dejavnikov potro²nikov in njihovih odzivov na
politi£ne in gospodarske dogodke. Eden takih primerov je beg h kakovosti (ang.
ight to quality). To je ekonomski pojav, ko investitorji za£nejo prodajati tvegane
obveznice in svoje premoºenje mnoºi£no vlagati v netvegane. Vzrok za to je visoka
negotovost na nan£nih trgih. Posledica bega h kakovosti je pove£ano povpra²evanje
po netveganih obveznicah. S tem naraste cena teh obveznic, oz. ekvivalentno,
pade njihova donosnost. Terminska premija zato lahko upade navkljub pove£anim
negotovostim.
4.5 Raz²iritve
4.5.1 Implicitna kratkoro£na obrestna mera
Ekonomisti so tradicionalno pri£akovali, da nominalne obrestne mere ne morejo po-
stati negativne. Ta pri£akovanja so temeljila na intuiciji, da investitiorji ne bi drºali
instrumentov z negativno donosnostjo, saj se kot bolj²a alternativa ponuja prepro-
sto drºanje denarja z ni£elno donosnostjo. Vseeno so pod vodstvom ECB leta 2014
obrestne mere padle pod ni£elno spodnjo mejo (ang. zero lower bound). Isto£asno
se je njihova volatilnost zmanj²ala, zato so se blizu ni£ tudi obdrºale [41].
Obrestne mere blizu ni£ in negativne obrestne mere se pogosto obna²ajo druga£e
od pozitivnih. Modeli, ki moºnosti tako nizkih obrestnih mer posebej ne upo²tevajo,
proizvedejo dobre ocene le, £e so obrestne mere relativno visoko nad ni£elno spodnjo
mejo. V nasprotnem primeru so napovedi prihodnjih pri£akovanih donosnosti in
terminske premije lahko pristranke. Priljubljenim Gaussovim nearbitraºnim anim
modelom terminske strukture ne uspe upo²tevati speci£nega obna²anja krivulje
donosnosti, ko je ta blizu ali celo pod ni£elno spodnjo mejo. Ta razred modelov
namre£ ne omeji obrestnih mer, da bi bile nenegativne. Poleg tega teºko opi²e
lastnost, da so se nizke obrestne mere okoli ni£elne spodnje meje nekaj £asa zadrºale.
Gaussovi modeli napovejo hiter dvig obrestnih mer proti dolgoro£nemu povpre£ju
[41].
Prvi korak k re²itvi problema je predlagal Black (1995) z uvedbo t.i. implicitne
kratkoro£ne obrestne mere st (ang. shadow short rate), ki je neomejena z ni£elno
spodnjo mejo. Opaºena nominalna kratkoro£na obrestna mera rt je nato enaka
implicitni kratkoro£ni obrestni meri, omejeni z ni£:
rt = max{st, 0}. (4.11)
V primeru, da st pade pod ni£, rt ostane enaka ni£. V modelih terminske strukture
implicitne obrestne mere (ang. shadow rate term structure models) je, kakor v
navadnih, gibanje obrestne mere dolo£eno z gibanjem cenilnih faktorjev. Razlika je
v tem, da ti faktorji dolo£ajo gibanje implicitne kratkoro£ne obrestne mere st in ne
rt [16], [41].
Lemke in Vladu [41] nadgradita Blackov model tako, da ksno ni£elno spodnjo
mejo nadomestita s spodnjo mejo LBt, ki se s £asom spreminja in je lahko tudi
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negativna:
rt = max{st, LBt}. (4.12)
Dejanska kratkoro£na obrestna mera je torej enaka implicitni, £e je ta vi²ja od
spodnje meje in enaka spodnji meji v nasprotnem primeru.
Avtorja na ta na£in modelirata terminsko strukturo za evroobmo£je med letoma
1999 in 2015. Spremembo spodnje meje zaradi ukrepov ECB pri£akujeta maja in
septembra 2014, zato £asovno vrsto razdelita na tri obdobja: prvo zajema podatke
od januarja 1999 do aprila 2014, drugo od maja 2014 do avgusta 2014 in tretje
od septembra 2014 do junija 2015. Z metodo najve£jega verjetja za vsako obdobje
posebej ocenita konstantno spodnjo mejo. Rezultati ocenjujejo spremembo spodnje
meje z 1 bazi£ne to£ke v prvem obdobju na -11 bazi£nih to£k v drugem in tretjem
obdobju [41].
Izkaºe se, da se rezultati modela z variabilno spodnjo mejo bolj²e prilegajo v
primerjavi z obi£ajnimi modeli terminske strukture, modeli terminske strukture im-
plicitne obrestne mere s ksno ni£elno in ksno spodnjo mejo, razli£no od ni£ [41].
Poleg tega dobro modelirajo dejstvo, da volatilnost obrestnih mer okoli spodnje meje
upade.
Omejitev pri uporabi modelov terminske strukture implicitne obrestne mere
predstavlja zahtevna izra£unljivost pri ocenjevanju. Avtorji so izpeljali ena£be za
cene obveznic za enofaktorski model, vendar jih ne moremo posplo²iti na ve£faktor-
ske modele. V ve£faktorskih modelih za izra£une uporabljajo numeri£ne metode, ki
so prav tako po£asne. Zato prevladuje uporaba eno in dvofaktorskih modelov. Chri-
stensen in Rudebusch [16] za hitrej²o izra£unljivost ve£faktorskega (trifaktorskega)
modela uporabita metodo, ki temelji na vrednotenju opcij.
4.5.2 Difuzijski skoki
Ani modeli so denirani tako, da so donosnosti obveznic zgolj ane funkcije cenil-
nih faktorjev, ki v model vklju£ijo negotovost. Taka oblika zelo, v£asih celo preve£,
poenostavi obna²anje terminske strukture. V realnosti obstajajo moºnosti nena-
dnih velikih sprememb (strukturnih prelomov) v gibanju prihodnjih obrestnih mer
zaradi pomembnih novih informacij (npr. makroekonomskih novic ali politi£nih
sprememb). Te pojave ºelimo vklju£iti v model. To lahko storimo tako, da v difuzij-
ski proces, ki opisuje gibanje cenilnih faktorjev, vklju£imo skoke. Dinamiko vektorja
cenilnih faktorjev Xt z vklju£enimi skoki opisuje ena£ba:
dXt = u(Xt, t)dt+ w(Xt, t)dWt + dJt, (4.13)
kjer Jt ozna£uje proces skokov ter u in w predstavljata tendenco in volatilnost kakor
doslej.
Skoki obrestnih mer se lahko pojavijo ob vnaprej znanih ali naklju£nih £asih. Te
£ase imenujemo prihodni £asi, ki so lahko deterministi£ni ali stohasti£ni. Slednje
obi£ajno modeliramo s Poissonovim procesom z intenzivnostjo µ > 0. Intenzivnost
procesa µ nam pove pri£akovano ²tevilo prihodov v nekem £asovnem obdobju. Pred-
postavimo, da je intenzivnost Poissonovega procesa ana funkcija cenilnega faktorja.
Negativna intenzivnost procesa ni smiselna, zato so potrebne dolo£ene omejitve na
parametre modela, da zagotovimo njeno pozitivnost [49].
20
4.5. Raz²iritve
Modeli z difuzijskimi skoki niso ve£ ane oblike. Vklju£itev nelinearnosti v mo-
delu rezultate precej bolj pribliºa realnosti, hkrati pa modeli postanejo bolj komple-




Med letoma 2004 in 2005 so strokovnjaki na ameri²kem trgu opazili nenavadno
gibanje obrestnih mer. Dolgoro£ne obrestne mere so kljub izbolj²anju gopodarskih
razmer in dvigu kratkoro£nih obrestnih mer ostale zelo nizke. Do podobne situacije
je leta 2014 pri²lo na nem²kem trgu.
tevilni avtorji so ºeleli pojasniti ta ekonomski pojav. V ta namen so donosnosti
dolgoro£nih obveznic raz£lenili na dve komponenti: povpre£je pri£akovanih priho-
dnjih kratkoro£nih donosnosti, ki so do tveganja nevtralne, in terminsko premijo.
Dolo£anje teh komponent je zahtevna naloga, saj sta obe neopazljivi. Podatkov o
njihovih velikostih in dinamiki ne moremo razbrati neposredno s trga. Povpre£je
pri£akovanih prihodnjih kratkoro£nih obrestnih mer (do tveganja nevtralne dono-
snosti) in terminsko premijo moramo zato oceniti, pri £emer si pomagamo z uporabo
ekonometri£nih modelov.
5.1 Mere terminske premije
V literaturi najdemo veliko predlogov za mere, s katerimi lahko ocenimo vi²ino
terminske premije. Rudebusch, Sack in Swanson [50] povzamejo nekaj najpomemb-
nej²ih.
1. VAR mera: z vektorsko avtoregresijo makroekonomskih spremenljivk (sto-
pnje nezaposlenosti, inacije in indeksa cen ºivljenjskih potreb²£in) napovemo
kratkoro£ne obrestne mere. Povpre£no pri£akovano prihodnjo obrestno mero
uporabimo kot oceno do tveganja nevtralne dolgoro£ne obrestne mere. Oceno
terminske premije izra£unamo kot razliko med opaºeno in do tveganja nev-
tralno dolgoro£no obrestno mero.
2. Rudebusch-Wu mera: mera je podobna VAR meri. Kratkoro£no obrestno mero
prav tako ocenimo na podlagi makroekonomskih spremenljivk. Razlika je v
tem, da namesto VAR uporabimo novi Keynesianski makroekonomski model
(ang. New Keynesian model)1.
3. Kim-Wright mera: terminsko premijo ocenimo s standarnim nearbitraºnim
modelom, v katerega vklju£imo zgolj latentne faktorje. Ti so linearne funkcije
1Novi Keynesianski model (dinamiko makroekonomskih spremenljivk: gospodarske proizvodnje,
inacije in kratkoro£ne nominalne obrestne mere) podrobno denirajo Rudebusch, Sack in Swanson
[50].
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podatkov o donosnostih obveznic.
4. Cochrane-Piazzesi mera: Cochrane in Piazzesi [18] predstavita regresijski mo-
del, v katerem enoletne preseºne donosnosti dolo£ata z regresiranjem na ter-
minske obrestne mere. Ugotovita, da variacije preseºnih donosnosti obveznic
razli£nih zapadlosti dolo£a en sam faktor, ki je pravzaprav linearna kombina-
cija termniskih obrestnih mer in je neodvisen od nivoja, naklona in ukrivlje-
nosti. Poimenujeta ga skupni faktor (ang. single return forecasting factor).
Enoletne preseºne donose lahko z iteracijo raz²irimo na ve£letne in tako dobimo
ocene terminske premije za obveznice poljubnih zapadlosti.
Opisane mere se razlikujejo v uporabljenih cenilnih faktorjih in omejitvah na
parametre modela. Kljub temu je trend gibanja ocenjene terminske premije skozi
£as za vse mere precej podoben. Slika 5.1 prikazuje spreminjanje terminske premije
10-letne ameri²ke obveznice, ocenjene z zgoraj opisanimi merami. Opazimo, da je
Rudebusch-Wu mera v primerjavi z ostalimi precej stabilna, medtem ko je Cochrane-
Piazzesi mera precej volatilna.
Slika 5.1: Razli£ne mere terminske premije za desetletno ameri²ko obveznico. (Vir:
Rudebusch, Sack in Swanson [50].)
Videli smo, da obstaja veliko ²tudij, ki analizirajo vpliv makroekonomskih spre-
menljivk na terminsko premijo. Rudebusch, Sack in Swanson [50] pa si postavijo
obratno vpra²anje. Pojasniti ºelijo, kako spremembe terminske premije vplivajo na
makroekonomske spremenljivke v prihodnosti, za kar uporabijo novi Keynesianski
model. Empiri£na analiza v reducirani obliki namiguje na to, da upad terminske
premije pomeni spodbudo realni ekonomski aktivnosti. Ta zaklju£ek sicer naspro-
tuje nekaterim podobnim predhodnim raziskavam (Favero, Kaminsk in Söderström
(2005), Hamilton in Kim (2002)).
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5.2 Raz²iritev: realna in inacijska premija za tve-
ganje
Z ve£ podatki in dodatnimi omejitvami lahko dobimo ²e podrobnej²i vpogled v
sestavo terminske strukture. Nominalne dolgoro£ne donosnosti obveznic ynom lahko








+RPreal +RPinf  
Terminska premija
. (5.1)
Komponento pri£akovanih prihodnjih donosnosti smo razdelili na del, ki odraºa pov-
pre£je pri£akovanih prihodnjih kratkoro£nih realnih obrestnih mer (yereal) in del, ki
predstavlja pri£akovano povpre£no inacijo do zapadlosti obveznice (inf e). Ter-
minsko premijo smo raz£lenili na realno premijo za tveganje (RPreal), ki predstavlja
nadomestilo za obrestno tveganje, in inacijsko premijo za tveganje (RPinf ), ki pred-
stavlja nadomestilo za izpostavljenost inacijskemu tveganju (torej nepri£akovanim
spremembam inacije). Inacijska premija za tveganje pove, kako se pri£akovanja
investitorjev glede inacije odraºajo v cenah obveznic.
Podobno kot dinamiko terminske premije lahko posebej ocenimo tudi dinamiko
inacijske premije, ki je £asovno variabilna. Breach, D'Amico in Orphanides [11] za
to razvijejo in ocenijo kvadrati£ni Gaussov model terminske strukture. Za dolo£anje
volatilnosti inacijske premije denirajo £asovno variabilno trºno ceno inacijskega
tveganja. Za tak²no raz²iritev modela so poleg nominalnih obrestnih mer potrebni
²e podatki o inacijskih stopnjah oz. realnih obrestnih merah. Model dobro oceni
dinamiko realne in inacijske premije v obdobju med letoma 1983 ni 2013. Re-
zultati, prikazani na sliki 5.2 pokaºejo, da je bila inacijska premija za tveganje v
osemdesetih letih dvajsetega stoletja nekoliko vi²ja kot v zadnjih letih. Med letoma
2005 in 2007, pred za£etkom gospodarske krize, in v letih 2011 in 2012 je bila ne-
gativna. Model prav tako zagotovi smernice za pri£akovane realne obrestne mere in
pri£akovano inacijo [11].
2Vsota yereal in RPreal predstavlja realno donosnost obveznice.
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Slika 5.2: Gibanje komponent nominalnih donosnosti: realnih obrestnih mer (yereal),
inacije (inf e), realne (RPreal) in inacijske (RPinf ) premije za tveganje. (Vir:




Kot osnovo za modeliranje terminske strukture sem uporabila model, ki so ga leta
2013 za potrebe FED razvili Adrian, Crump in Moench (zato ACM model) [1]. Gre
za ve£faktorski dinami£ni model terminske strukture, ki temelji na treh osnovnih
predpostavkah:
1. Cenilno jedro je eksponentno ana funkcija ²okov, ki vplivajo na gospodarstvo.
2. Trºne cene tveganja so ane funkcije cenilnih faktorjev.
3. Inovacije (²oki), ki vplivajo na cenilne faktorje, so pogojno normalno (Gaus-
sovo) porazdeljene.
Te predpostavke zagotavljajo, da so donosnosti obveznic ane funkcije cenilnih fak-
torjev.
V nasprotju s pogostim pristopom ocenjevanja anih modelov, metodo najve-
£jega verjetja, avtorji ACM modela za oceno koecientov predlagajo trikora£no li-
nearno regresijo. Ta omogo£a hitro izra£unljivost tudi v primeru, ko je v modelu
uporabljeno veliko ²tevilo cenilnih faktorjev.
Ko z linearno regresijo ocenimo vse potrebne parametre, lahko izra£unamo pri-
£akovane cene oz. donosnosti brezkuponskih obveznic1. Kon£no lahko ocenimo ²e
terminsko premijo. Glavna ideja za njeno oceno je naslednja. Parametre trºne cene
tveganja ena£imo z ni£ in tako dobimo do tveganja nevtralne donosnosti brezku-
ponskih obveznic. Terminsko premijo izra£unamo kot razliko med dejanskimi in do
tveganja nevtralnimi donosnostmi.
Avtorji testirajo in primerjajo rezultate modelov z razli£nim ²tevilom cenilnih
faktorjev. Ugotovijo, da najbolj²e prileganje znotraj (ang. in-sample) in izven
vzorca (ang. out-of-sample) podatkov (t. j. najbolj²e napovedi prihodnjih obrestnih
mer) dobijo z modelom, v katerem cenilne faktorje predstavlja prvih pet glavnih
komponent donosnosti brezkuponskih obveznic razli£nih zapadlosti.
V nadaljevanju je predstavljena natan£na matemati£na izpeljava modela.
6.1 Denicija ACM modela
ACM je ani vektorski avtoregresijski (VAR) model, ki temelji na predpostavki, da
na trgu ni arbitraºe. Gibanje terminske strukture je opisano s K cenilnimi faktorji,
1Vemo, da so cene eksponentno ane in donosnosti ane funkcije cenilnih faktorjev.
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zbranimi v vektorXt dimenzij (K×1). Cenilne faktorje v ACMmodelu predstavljajo
glavne komponente (ang. principal components, PC ) donosnosti brezkuponskih ob-
veznic.
Dinamika Xt je opisana z vektorsko avtoregresijo prvega reda:
Xt+1 = µ+ ΦXt + vt+1, (6.1)
kjer je µ (K × 1) vektor in Φ (K ×K) matrika parametrov. vt+1 je vektor dimenzij
(K × 1), ki predstavlja ²oke oz. inovacije v cenilnih faktorjih. Predpostavimo,
da so pogojno normalno porazdeljene s povpre£jem 0 in kovarian£no matriko Σ =
Cov[vi, vj]:
vt+1|{Xs}ts=0 ∼ N(0,Σ), (6.2)
kjer {Xs}ts=0 predstavlja zgodovino Xt. Σ zajame nepredvidljivost faktorjev, zato
mora biti terminska premija odvisna od nje.
S P (n)t ozna£imo ceno brezkuponske obveznice z zapadlostjo n v £asu t. Pred-
postavili smo, da na trgu ni arbitraºe. Iz tega po osnovnem izreku vrednotenja
naloºb 3.4.2 sledi, da obstaja cenilno jedro Mt, ki diskontira pri£akovano prihodnjo






Z rt ozna£imo zvezno obrestovano netvegano obrestno mero, denirano kot do-
nosnost brezkuponske obveznice z zapadlostjo 1. Netvegana obrestna mera je ana
funkcija vektorja cenilnih faktorjev:
rt = − lnP (1)t = δ0 + δ′1Xt. (6.4)
Cenilno jedro dolo£a cene vseh obveznic na trgu. Predpostavimo, da je cenilno jedro
eksponentno ana funkcija netvegane obrestne mere, trºne cene tveganja in inovacij:
Mt+1 = exp(−rt −
1
2
λ′tλt − λ′tΣ−1/2vt+1). (6.5)
Vektor dimenzij (K × 1) λt predstavlja trºno ceno tveganja. Produkt λ′tλt je ravno
varianca logaritma cenilnega jedra:






Zveza (6.6) nam pomaga analizirati, koliko trºna cena tveganja posameznega cenil-
nega faktorja prispeva k celotni variabilnosti cenilnega jedra.
Obliko cenilnega jedra (6.5) lahko razloºimo na slede£ na£in. Donosnost ob-
veznice, izpostavljene ve£ji negotovosti, mora biti vi²ja. Zato moramo netvegano






−1/2vt+1. Tu nam λt pove ceno, Σ pa koli£ino tveganja,
katere mera je volatilnost.
Predpostavimo, da je trºna cena tveganja variabilna v £asu, saj lahko tako vklju-
£imo £asovno variabilnost terminske premije. Uporabimo skoraj ano obliko:
λt = Σ
−1/2(λ0 + λ1Xt), (6.7)
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kjer parametra λ0 in λ1 dolo£ata variabilnost trºne cene tveganja. λ0 je vektor
dimenzij (K×1), ki predstavlja £asovno invariantno komponento trºne cene tveganja
in vpliva na dolgoro£no povpre£je kratkoro£ne obrestne mere. λ1 je matrika dimenzij
(K × K), ki predstavlja £asovno variabilno komponento in vpliva na variabilnost
terminske premije. λt za vsak faktor meri dodatno pri£akovano donosnost na enoto
tveganja. Parametri trºne cene tveganja torej dolo£ajo gibanje terminske premije
skozi £as. e velja £ista teorija pri£akovanj, je λ0 = λ1 = 0 in terminska premija je
enaka ni£. e velja ²ibka teorija pri£akovanj, je λ1 = 0 in terminska premija je v
£asu konstantna. V primeru, da na λ0 in λ1 nimamo omejitev, dobimo maksimalno
eksibilen model [5].
Z r(n)t+1 ozna£imo logaritem donosnosti v £asu drºanja, ki nastane, £e ob £asu









Nato z rx(n−1)t+1 ozna£imo logaritem preseºne donosnosti v £asu drºanja obveznice z










t − rt. (6.9)
Tako rx(n−1)t+1 predstavlja preseºno donosnost nad netvegano obrestno mero.






































































Na desni strani lahko zaradi merljivosti P (n)t nesemo pred matemati£no upanje, obe
















V nadaljevanju predpostavimo, da je vektor (rx(n−1)t+1 , vt+1) multivariantno nor-
malno porazdeljen. Iz primera Jensenove neenakosti (3.4), ki smo ga predhodno
izpeljali za normalno porazdeljeno slu£ajno spremenljivko in konveksno eksponen-






























Varianca torej predstavlja popravek za konveksnost. Obe strani ena£be (6.12) loga-
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Tu prvi del ena£be predstavlja terminsko premijo kot produkt koli£ine tveganja,
izmerjene s kovarianco, in cene tveganja λt. Drugi del, 12V art[rx
(n−1)
t+1 ], predstavlja
popravek za konveksnost, ki sledi iz Jensenove neenakosti [5].











ki predstavlja koli£ino tveganja. To merimo s kovarianco preseºnih donosov in ino-














































Razlika med dejansko in pri£akovano preseºno donosnostjo je nepri£akovana pre-





t+1 ] = γ
(n−1)′
t vt+1 + e
(n−1)
t+1 . (6.18)
Prva je korelirana z inovacijami predstavlja nepri£akovano preseºno donosnost, ki
jo lahko z njimi pojasnimo. Druga komponenta e(n−1)t+1 je napaka pri vrednotenju
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preseºne donosnosti (ang. return pricing error). Je pogojno ortogonalna (neodvi-
sna) na prvo. Predpostavimo, da so napake pogojno neodvisne in enako porazde-
ljene slu£ajne spremenljivke z varianco σ2. e v denicijo β(n−1)
′
t (6.16) vstavimo
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Na za£etku modeliranja kot cenilne faktorje Xt uporabimo glavne komponente
donosnosti brezkuponskih obveznic. Opazimo, da bomo pri oceni parametrov mo-
dela uporabili donosnosti v £asu drºanja iz iste mnoºice donosnosti, zato lahko na-
daljujemo s predpostavko, da je koli£ina tveganja β konstantna v £asu: βt = β.
Iz tega ter iz ena£b (6.17) in (6.18) sledi, da lahko logaritme preseºnih donosnosti
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Pri tem smo v zadnjem koraku upo²tevali:
V art[rx
(n−1)
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kar sledi iz ena£be (6.18), enakosti (6.19), lastnosti variance, pogojne ortogonalnosti
ter porazdelitev inovacij vt+1 in napak pri vrednotenju preseºne donosnosti e
(n−1)
t+1 .
V zadnjem koraku sistem ena£b (6.20) zapi²emo v matri£ni obliki za vse £ase









′V + E, (6.22)
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kjer je rx (N×T )matrika preseºnih donosnosti, β = [β(1)β(2) · · · β(N)] je (K×N)ma-
trika, 1T in 1N predstavljata (T ×1) in (N×1) vektorja enic, X− = [X0X1 · · ·XT−1]
je (K×T )matrika odloºenih cenilnih faktorjev, B∗ = [vec(β(1)β(1)′) · · · vec(β(N)β(N)′)]′
je (N ×K2) matrika2, V je (K×T ) matrika inovacij in E je (N ×T ) matrika napak
pri vrednotenju preseºne donosnosti.
2Oznaka vec(A) predstavlja vektorizacijo matrike A. Vektorizacija je linearna transformacija, ki
matriko A dimenzij (m×n) pretvori v stolpi£ni vektor dimenzij (mn× 1) tako, da stolpce matrike




7.1 Uporaba glavnih komponent pri modeliranju ter-
minske strukture
Model smo specicirali tako, da cenilne faktorje predstavljajo glavne komponente
donosnosti brezkuponskih obveznic. V nadaljevanju je na kratko opisana metoda
dolo£anja glavnih komponent (ang. principal component analysis, PCA) in njena
uporaba pri modeliranju terminske strukture.
7.1.1 Analiza glavnih komponent
Pri obdelavi podatkov se pogosto sre£amo s sistemi velikih dimenzij. To so sistemi
z velikim ²tevilom pojasnjevalnih spremenljivk, ki so med seboj pogosto korelirane.
Glavni problem modelov, ki jih ustvarimo na podlagi takih podatkov, je predobro
prileganje podatkom (ang. overtting). Napovedi za prihodnost, ki jih generirajo
taki modeli, zato niso dovolj to£ne.
Osnovna ideja analize glavnih komponent je zmanj²anje dimenzij sistema tako,
da je izguba informacij £im manj²a. Z analizo glavnih komponent izkoristimo mo£no
korelacijo med pojasnjevalnimi spremenljivkami in njihovo ²tevilo poljubno zmanj-
²amo. Nove spremenljivke imenujemo glavne komponente. Vsaka glavna kompo-
nenta je linearna kombinacija originalnih spremenljivk. Koeciente, ki dolo£ajo
linearne kombinacije, imenujemo uteºi (ang. loadings). Glavne komponente so med
seboj nekorelirane.
Glavne komponente so urejene po pomembnosti, v smislu da prva pojasnjuje
najve£ variabilnosti osnovnih podatkov, itd. Cilj je poiskati nekaj prvih komponent,
ki pojasnijo zadosten deleº celotne variabilnosti.
Matemati£no je analiza glavnih komponent denirana kot ortogonalna linearna
transformacija, ki originalne podatke preslika v nov koordinatni sistem. Ta je dolo-
£en z lastnimi vektorji kovarian£ne matrike podatkov. Lastne vrednosti kovarian£ne
matrike povejo, kolik²en deleº variabilnosti pojasni posamezna glavna komponenta.
Torej, £e so λ1, λ2, . . . , λn vse lastne vrednosti kovarian£ne matrike podatkov, potem






7.1. Uporaba glavnih komponent pri modeliranju terminske strukture
Omenimo ²e, da je analiza glavnih komponent nesmiselna, £e so spremenljivke
podane v razli£nih enotah. V tem primeru je pred uporabo metode podatke potrebno
standardizirati. To storimo tako, da od podatkov od²tejemo njihovo povpre£je in
jih delimo s standardnim odklonom. V tem primeru kovarian£na matrika postane
korelacijska.
7.1.2 Glavne komponente kot cenilni faktorji
V literaturi so ²iroko uporabljeni modeli terminske strukture, v katerih je gibanje
obrestnih mer dolo£eno z nekaj latentnimi cenilnimi faktorji. Pogosto so ti faktorji
kar glavne komponente, torej med seboj nekorelirane linearne kombinacije, mnoºice
vhodnih podatkov. Slednjo lahko predstavlja matrika preteklih donosnosti, matrika
sprememb donosnosti ali matrika terminskih obrestnih mer [44]. V ACM modelu
uporabimo prvo izmed teh moºnosti, torej naredimo analizo glavnih komponent na
mnoºici £asovnih vrst donosnosti brezkuponskih obveznic za razli£ne zapadlosti.
Z izbiro ²tevila glavnih komponent, ki jih bomo uporabili kot faktorje, se odlo-
£amo med eksibilnostjo in kompleksnostjo modela. Ve£ komponent ko zadrºimo,
ve£ja je eksibilnost modela, hkrati pa tudi njegova kompleksnost. tevilo je odvisno
od primarne naloge modela. Priporo£ljivo je, da zadrºimo najmanj²e ²tevilo glavnih
komponent, s katerimi lahko ²e dovolj dobro aproksimiramo ve£ino krivulj donosno-
sti. Obi£ajno jih zadrºimo toliko, da skupno pojasnijo vsaj 90 % variabilnosti [46].
e jih zadrºimo preve£, lahko nastane problem predobrega prileganja podatkom.
Ponavadi so za pojasnitev ºelenega deleºa variabilnosti potrebne vsaj prve tri
glavne komponente. To so ºe prej omenjeni nivo, naklon in ukrivljenost. Slika 7.1
za vsako od njih prikazuje uteºi za razli£ne zapadlosti. Uteº glavne komponente nam
pove, kako ob£utljiva je donosnost za dolo£eno zapadlost na spremembo v posame-
zni glavni komponenti (cenilnem faktorju). Na sliki 7.1 torej glavna komponenta
nivo donosnosti obveznic vseh zapadlosti do 60 mesecev pove£a za pribliºno enako
vrednost.
Slika 7.1: Uteºi za razli£ne zapadlosti za nivo, naklon in ukrivljenost. (Vir: Piazzesi
[49].)
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7.2 Ocena parametrov
V literaturi kot metoda za ocenjevanje koecientov anih modelov terminske struk-
ture prevladuje metoda najve£jega verjetja (uporabijo jo npr. Ang in Piazzesi [3],
Rudebusch in Wu [51]). Ob tem upo²tevajo lastnosti porazdelitev in pogoje, ki za-
gotavljajo, da na trgu ni arbitraºe. Ocenjevanje anih modelov z metodo najve£jega
verjetja je ra£unsko zahtevno [1].
Avtorji modela ACM zato za ocene koecientov alternativno uporabijo triko-
ra£no linearno regresijo. Z linearno regresijo lahko hitro ocenijo model terminske
strukture tudi £e je ²tevilo cenilnih faktorjev veliko. Poleg tega metoda deluje tudi
pri vklju£itvi opazljivih (makroekonomskih) faktorjev. Napake, ki nastanejo pri oce-
njevanju z regresijo, so majhne. V prvem koraku trikora£ne regresije ocenijo VAR
model cenilnih faktorjev z metodo najmanj²ih kvadratov. V drugem koraku ocenijo
parametre, ki preseºne donosnosti povezujejo z odloºenimi cenilnimi faktorji in so-
£asnimi inovacijami. V tretjem koraku ocenijo parametre trºne cene tveganja. Cilj
trikora£ne regresije je oceniti naslednje parametre: µ,Φ, V,Σ, β, E, σ2, λ0 in λ1.
Avtorji ACM modela primerjajo svojo metodo ocenjevanja parametrov modela
s podobnimi metodami drugih avtorjev. Joslin, Singleton in Zhu (JSZ) [38] predla-
gajo dvokora£no metodo. V prvem koraku uporabijo metodo najmanj²ih kvadratov
za oceno VAR modela. V drugem koraku ocenijo preostale parametre z metodo
najve£jega verjetja, pri £emer uporabijo numeri£ne metode. Hamilton in Wu (HW)
[34] predlagata ve£kora£no metodo, ki prav tako poleg metode najmanj²ih kvadratov
zahteva ²e numeri£no optimizacijo.
Glavna prednost ocenjevanja ACM pred obema metodama je, da se izognemo
uporabi numeri£nih metod. Pri uporabi slednjih moramo biti namre£ pazljivi, ali
numeri£na re²itev res konvergira k globalnemu maksimumu funkcije najve£jega ver-
jetja. Poleg tega se z ocenjevanjem z linearno regresijo izognemo predpostavki, da
v anih modelih terminske strukture ni serijske koreliranosti med napakami pri vre-
dnotenju donosnosti. Analize rezultatov namre£ kaºejo nasprotno. Avtorji JSZ in
HW predpostavko vseeno uporabijo, saj na ta na£in zmanj²ajo ra£unsko zahtev-
nost. Tretja pomanjkljivost JSZ in HW metod je, da je uporabna le za modele, ki
kot cenilne faktorje uporabijo linearne kombinacije donosnosti (npr. glavne kompo-
nente). ACM metodo lahko uporabimo tudi v primerih, ko imajo cenilni faktorji
ekonomsko interpretacijo. Avtorji ugotovijo, da vklju£itev makroekonomskih fak-
torjev izbolj²a prileganje £asovne vrste donosnosti. Linearno regresijo kot metodo
ocenjevanja lahko hitro prilagodimo in raz²irimo. Avtorji npr. predstavijo raz²iritev
modela, ki ga lahko ocenijo brez podatkov o donosnostih brezkuponskih obveznic
[1].
7.2.1 Trikora£na regresija
1. korak: Ocena VAR
V VAR modelu je razvoj vsakega faktorja odvisen od preteklih vrednosti tega fak-
torja ter napake. Za oceno parametrov lahko uporabimo metodo multivariantnih
najmanj²ih kvadratov. Ker so regresijske spremenljivke v vsaki ena£bi enake, je ta
ekvivalentna metodi navadnih najmanj²ih kvadratov (ang. ordinary least squares,
OLS ), ki jo uporabimo za vsako ena£bo lo£eno. Na ta na£in dobljene cenilke para-
metrov so konsistentne in asimptoti£no u£inkovite. Poleg tega so enake cenilkam, ki
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bi jih dobili s pogojno metodo najve£jega verjetja [47], [53].
V na²em primeru VAR prvega reda potrebujemo oceni za vektor µ in matriko
Φ. Vsak cenilni faktor Xt+1 raz£lenimo na predvidljivo komponento µ + ΦXt in
inovacijo vt+1. Z metodo najmanj²ih linearnih kvadratov dobimo cenilki µ̂ in Φ̂.
Kot razliko med dejanskimi cenilnimi faktorji in cenilnimi faktorji, dobljenimi iz
modela, dobimo ocene inovacij v̂t+1 = Xt+1 − (µ̂ + Φ̂Xt). Te po stolpcih zloºimo v






V drugem koraku upo²tevamo ena£bo (6.22) in zato regresiramo matriko preseºnih




t − rt) na konstanto, trenutne
inovacije in odloºene cenilne faktorje. Pri tem uporabimo ocene, ki smo jih izra£unali
v prvem koraku:
rx = a1′T + β
′V̂ + cX− + E. (7.3)





((2K + 1)× T ) dobimo ocene parametrov z ena£bo1:[
â β̂′ ĉ
]
= rxZ ′(ZZ ′)−1. (7.4)
Tako dobimo cenilko za β in iz tega ²e B̂∗. Oceno ostankov zberemo v (N × T )
matriko Ê = rx−r̂x = rx−(â1′T+β̂′V̂+ĉX−).Oceno variance napak pri vrednotenju





3. korak: Trºna cena tveganja
V zadnjem koraku ocenimo parametra, ki dolo£ata trºno ceno tveganja. Iz ena£be (6.22)













7.2.2 Asimptoti£ne lastnosti parametrov















⎡⎣ νβ C ′Λ,β
CΛ,β νΛ
⎤⎦⎞⎠ (7.8)
1 Oceno dobimo po metodi multivariantnih najmanj²ih kvadratov. Za sistem v matri£ni obliki
Y = AZ +E velja, da je cenilka za A podana z ena£bo Â = Y Z ′(ZZ ′)−1. V na²em primeru velja
Y = rx in A = [â β̂′ ĉ] [53].
2 Operator tr(A) predstavlja sled matrike A.
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Vidimo, da sta cenilki parametrov β in Λ asimptoti£no nepristranski. Avtorji poka-
ºejo, da je asimptoti£na varianca νβ odvisna le od variance napak pri vrednotenju
preseºne donosnosti σ2 in kovarian£ne matrike inovacij Σ, ne pa tudi od β in Λ.
Lastnosti asimptoti£ne variance νβ avtorji izkoristijo pri statisti£nih testih para-
metrov modela. Natan£neje, zaradi preproste oblike νβ lahko izvedejo Andersonov
in Waldov test za dolo£anje optimalnega ²tevila vklju£enih cenilnih faktorjev. Poleg
tega lahko izvedejo ²e Waldov test, ki pomaga dolo£iti, kateri parametri trºnih cen
tveganj v λ0 in λ1 so statisti£no zna£ilno razli£ni od ni£.
7.3 Izra£un donosnosti
S trikora£no regresijo smo ocenili vse parametre AMC modela, zato lahko v zadnjem
koraku ocenimo donosnosti brezkuponskih obveznic in terminske premije. Upo²te-
vamo, da je ACM ani nearbitraºni model, zato so cene brezkuponskih obveznic
eksponentno ane funkcije vektorjev cenilnih faktorjev. Logaritmi cen obveznic so
torej ane funkcije le-teh:
lnP
(n)





kjer je An skalar in B′n vektor dimenzij (1 × K). Z u
(n)
t ozna£imo napako pri vre-
dnotenju donosnosti (ang. yield pricing error).
Donosnost obveznice, ki zapade kar v danem trenutku (lnP (0)t ), je enaka 0, zato
veljata za£etna pogoja A0 = 0 in B′0 = 0. Za ostale zapadlosti moramo vrednosti
An in B′n ²e dolo£iti. Najprej vstavimo ena£bo (7.9) v denicijo preseºnih donosno-














To lahko ena£imo s (6.20) in pri tem upo²tevamo VAR obliko cenilnih faktorjev:
An−1 +B
′
n−1(µ+ ΦXt + vt+1) + u
(n−1)
t+1 − An −B′nXt − u
(n)
















V enakosti (7.11) primerjamo koeciente. Primerjava koecientov za inovacije vt+1




Dalje primerjamo koeciente za konstanto in Xt ter pri tem upo²tevamo (7.12). Naj
velja A1 = −δ0 in B1 = −δ1. To nam da slede£i rekurzivni ena£bi za ra£unanje
parametrov za dolo£anje donosnosti obveznic:










n−1(Φ− λ1)− δ′1. (7.14)
Da lahko uporabimo rekurzijski formuli, potrebujemo ²e vrednosti parametrov
za kratkoro£no obrestno mero (donosnost za zapadlost n = 1) δ0 in δ1. Ocenimo ju
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tako, da na podlagi ena£be (6.4) regresiramo kratkoro£no obrestno mero na vektor
cenilnih faktorjev:
rt = δ0 + δ1Xt + u
(1)
t . (7.15)
Kon£no vse parametre vstavimo v ena£bi (7.13) in (7.14) ter izra£unamo donosnosti
za ºeljene zapadlosti.
7.4 Ocena terminske premije
Denirali in ocenili smo parametre za modeliranje donosnoti obveznic razli£nih za-
padlosti. Pri njihovem izra£unu smo upo²tevali ocenjene trºne cene tveganja, zato ºe
vklju£ujejo terminsko premijo. Ta predstavlja razliko med dejansko in do tveganja
nevtralno donosnostjo. Za izra£un terminske premije moramo torej od donosnosti,
ki smo jih dobili iz modela, od²teti do tveganja nevtralno donosnost za obveznico z
isto zapadlostjo ob istem £asu.
e parametre trºne cene tveganja λ0 in λ1 ena£imo z ni£ in jih vstavimo v
ena£bi (7.13) in (7.14), dobimo nove parametre za dolo£anje donosnosti obveznic:
ARFn in B
RF ′








n Xt + u
(n)RF
t . (7.16)
Za parametre ARFn in B
RF ′





je enak pri£akovani vrednosti povpre£nih prihodnjih kratkoro£nih obrestnih mer za
naslednjih n let ob £asu t.Terminsko premijo za obveznico z zapadlostjo n ob £asu t









V tem poglavju je predstavljena implementacija ACMmodela za dolo£anje terminske
strukture nem²kih drºavnih obveznic. Primerjamo razli£ne specikacije osnovnega
modela, ki se razlikujejo v ²tevilu cenilnih faktorjev. Preverimo, kako model deluje
na razli£nih mnoºicah vhodnih podatkov. Analiziramo u£inkovitost modelov znotraj
in izven vzorca podatkov. Programske kode, napisane v jeziku R, so na voljo v
Dodatku A.
8.1 Podatki
Za modeliranje potrebujemo podatke o nominalnih obrestnih merah nem²kih dr-
ºavnih obveznic. Podatki so dostopni na spletni strani Evropske centralne banke,
ECB Statistical Data Warehouse1. Zglajena krivulja donosnosti (ang. smoothed
yield curve) je ocenjena s Svenssonovim modelom, katerega parametri so objavljeni
na spletni strani. Dostopamo do podatkov o obrestnih merah za nem²ke drºavne
obveznice za vsak delovni dan med 6. septembrom 2004 in 22. januarjem 2019.
Upo²tevamo obrestne mere za zapadlosti med 3 meseci in 12 leti z enomese£nim
korakom. Prese£ni podatki so torej obrestne mere za brezkuponske obveznice z
n = 3, 4, ..., 143, 144 - mese£nimi zapadlostmi. Za modeliranje potrebujemo enake
razmake v £asovni in prese£ni dimenziji. Zato podatke iz dnevnih skr£imo na me-
se£ne tako, da za vsak mesec med septembrom 2004 in januarjem 2019 upo²te-
vamo obrestne mere zadnjega delovnega dne v mesecu. Nova matrika podatkov
((T + 1)× (N + 1)) na mese£ni ravni je dimenzij (173× 142). Slika 8.1 predstavlja
nem²ke krivulje donosnosti skozi £as, in sicer prva vrsta v obdobju pred, druga med
in tretja po gospodarski krizi.
Slika 8.2 prikazuje gibanje donosnosti pet- in desetletne nem²ke obveznice skozi
£asovno obdobje med letoma 2004 in 2019. Predvsem za kraj²o ro£nost opazimo
veliko spremembo dinamike po letu 2009, ko so obrestne mere padle in ostale nizke.
Zaradi strukturnega preloma podatki pred letom 2009 morda niso ve£ relevantni
za modeliranje. Vzorec podatkov zato skraj²amo, ta vsebuje mese£ne podatke od
januarja 2009 do januarja 2019. Ta vhodna matrika podatkov je dimenzij (121×142).
Modele v nadaljevanju ocenjujemo na skraj²anem vzorcu.
V tabeli 8.1 so podane pomembne opisne statistike za donosnosti izbranih zapa-
dlosti med letoma 2009 in 2019. Povpre£ja obrestnih mer nara²£ajo z zapadlostjo,
1Podatki so dosegljivi na spletni strani https://sdw.ecb.europa.eu/.
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Krivulje donosnosti za nemške obveznice
Slika 8.1: Krivulje donosnosti nem²kih drºavnih obveznic. Prva vrstica predstavlja














Donosnosti za zapadlost Y5M0
2004−09 2007−01 2009−05 2011−09 2014−01 2016−05 2018−09
Opažena donosnost














Donosnosti za zapadlost Y10M0
2004−09 2007−01 2009−05 2011−09 2014−01 2016−05 2018−09
Opažena donosnost
(b) Desetletna nem²ka obveznica
Slika 8.2: Gibanje obrestnih mer nem²kih obveznic med letoma 2004 in 2019.
prav tako standardni odkloni. Koecient simetrije (ang. skewness) je pozitiven
in za vse zapadlosti manj²i od ena. Donosnosti so glede na normalno porazdeli-
39
Poglavje 8. Implementacija ACM modela
tev torej rahlo zamaknjene v desno. Splo²£enost (ang. kurtosis) vseh zapadlosti
je negativna, kar nakazuje na niºji vrh in laºje repe. Donosnosti za vse zapadlosti
so mo£no avtokorelirane. Stacionarnost £asovnih vrst sem preverila z raz²irjenim
Dickey-Fullerjevim testom stacionarnosti (ang. augmented Dickey-Fuller test, ADF
test), ki preverja ni£elno hipotezo, da je £asovna vrsta nestacionarna. Rezultati
kaºejo visoke p-vrednosti, zato ni£elne hipoteze ne moremo zavrniti, kar se sklada z
ugotovitvami drugih avtorjev [13].
Tabela 8.1: Nominalne donosnosti nem²kih brezkuponskih obveznic: opisne stati-
stike (januar 2009 - januar 2019).
NOMINALNE DONOSNOSTI (januar 2009 - januar 2019)
Y0M6 Y1M0 Y2M0 Y3M0 Y5M0 Y7M0 Y10M0
povpre£je -0.056 0.000 0.135 0.302 0.686 1.062 1.525
varianca 0.305 0.382 0.563 0.750 1.048 1.232 1.386
std. odklon 0.553 0.618 0.750 0.866 1.023 1.110 1.177
SE povpre£ja 0.050 0.056 0.068 0.079 0.093 0.101 0.107
koef. simetrije 0.409 0.564 0.679 0.701 0.659 0.572 0.423
splo²£enost -0.428 -0.518 -0.700 -0.814 -0.956 -1.061 -1.191
avtokor. ρ(1) 0.941 0.948 0.958 0.964 0.970 0.972 0.972
avtokor. ρ(12) 0.582 0.566 0.581 0.608 0.643 0.661 0.671
V tabeli 8.2 so podane pomembne opisne statistike logaritmov preseºnih do-
nosnosti v £asu drºanja, izra£unanih po ena£bi (6.9). Pri izra£unu kot netvegano
obrestno mero uporabimo najkraj²o razpoloºljivo, torej trimese£no obrestno mero,
in jo delimo s tri. Tako dobimo enomese£no netvegano obrestno mero. Vidimo, da
so vrednosti opisnih statistik za razli£ne zapadlosti ne spreminjajo bistveno. Povpre-
£ja in standardni odkloni ostajajo podobni. Zopet opazimo mo£no avtokorelacijo.
Raz²irjeni Dickey-Fullerjev test tudi za preseºne donosnosti ne zavra£a hipoteze o
nestacionarnosti.
8.2 Analiza glavnih komponent
Cenilne faktorje dolo£imo z analizo glavnih komponent, ki jo izvedemo na vhodnih
podatkih o donosnostih obveznic. Podatke predhodno standardiziramo, torej centri-
ramo povpre£je in skaliramo na enotno varianco. Kovarian£na matrika tako postane
korelacijska. Tabela 8.3 prikazuje standardne odklone ter posamezne in kumulativne
deleºe pojasnjene variabilnosti prvih osmih glavnih komponent. Vidimo, da ºe prva
komponenta pojasni skoraj celotno variabilnost (slika 8.3).
Adrian, Crump in Moench optimalno ²tevilo cenilnih faktorjev dolo£ijo z Ander-
sonovim in Waldovim testom, ki preverjata rang matrike β. Pri tem si pomagajo s
predhodno dokazanimi lastnostmi skupne porazdelitve (7.8). Avtorji se na podlagi
rezultatov testov odlo£ijo za petfaktorski model in ga primerjajo s ²tirifaktorskim.
Izkaºe se, da petfaktorski model preka²a ²tirifaktorskega v prileganju znotraj in
izven vzorca podatkov. Na podlagi njihovih ugotovitev ter deleºev variabilnosti, ki
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Tabela 8.2: Preseºne donosnosti nem²kih brezkuponskih obveznic: opisne statistike
(januar 2009 - januar 2019).
PRESENE DONOSNOSTI (januar 2009 - januar 2019)
Y0M6 Y1M0 Y2M0 Y3M0 Y5M0 Y7M0 Y10M0
povpre£je -0.099 -0.101 -0.105 -0.109 -0.111 -0.111 -0.108
varianca 0.235 0.241 0.248 0.255 0.267 0.278 0.289
std. odklon 0.485 0.491 0.498 0.505 0.517 0.527 0.538
SE povpre£ja 0.044 0.045 0.045 0.046 0.047 0.048 0.049
koef. simetrije 0.100 0.163 0.241 0.308 0.409 0.483 0.539
splo²£enost -0.813 -0.741 -0.599 -0.469 -0.183 0.080 0.285
avtokor. ρ(1) 0.950 0.936 0.900 0.873 0.833 0.804 0.777
avtokor. ρ(12) 0.621 0.593 0.550 0.524 0.498 0.486 0.477
Tabela 8.3: Analiza glavnih komponent: standarni odkloni in pojasnjena variabil-
nost.
PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PC7 PC8
std. odklon 11.796 1.477 0.794 0.201 0.077 0.046 0.011 0.004
deleº variab. 0.980 0.015 0.004 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
kumul. deleº variab. 0.980 0.995 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000





























Slika 8.3: Pojasnjen deleº variabilnosti obrestnih mer: skoraj celoten deleº pojasni
prva glavna komponenta.
jih pojasnjujejo posamezni faktorji, se odlo£imo za primerjavo tri-, ²tiri- in petfak-
torskega modela. Zaradi ocenjevanja z linearno regresijo pove£anje ²tevila faktorjev
ne vpliva na kompleksnost izra£unljivosti.
V tabeli 8.4 so zbrani podatki o uteºeh (t.j. koecientih linearnih kombinacij)
prvih petih glavnih komponent za izbrane zapadlosti. Uteº meri ob£utljivost do-
nosnosti za neko zapadlost na spremembo, ki prizadane posamezni cenilni faktor.
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Natan£neje, druga vrstica tabele 8.4 nam pove, da se ob pove£anju druge glavne
komponente za eno enoto donosnost enoletne obveznice zmanj²a za 0,176 bazi£ne
to£ke, donosnost dvoletne obveznice za 0,107 bazi£ne to£ke, itd. [36]. Gra£ni pri-
kaz uteºi za vse zapadlosti je na sliki 8.4. Opazimo pri£akovan vpliv prvih treh
faktorjev. Nivo ima skoraj enak vpliv na donosnosti za vse zapadlosti in povzro£i
vzporedni premik krivulje, drugi faktor spremeni njen naklon in tretji jo ukrivi.
Tabela 8.4: Analiza glavnih komponent: uteºi.
Y0M6 Y1M0 Y2M0 Y3M0 Y5M0 Y7M0 Y10M0
PC1 (nivo) -0.080 -0.082 -0.084 -0.084 -0.085 -0.085 -0.084
PC2 (naklon) -0.206 -0.176 -0.107 -0.052 0.014 0.048 0.069
PC3 (ukrivlj.) -0.200 -0.057 0.070 0.100 0.077 0.021 -0.069
PC4 0.161 -0.081 -0.121 -0.023 0.079 0.062 -0.042
PC5 0.068 0.182 -0.056 -0.103 0.007 0.068 -0.004





















Slika 8.4: Uteºi prvih petih glavnih komponent, ki dolo£ajo premike krivulje dono-
snosti.
8.3 Prileganje znotraj vzorca podatkov
Adrian, Crump in Moench ugotovijo, da s ²tiri- in petfaktorskim modelom doseºejo
zelo dobro prileganje znotraj vzorca podatkov za ameri²ke donosnosti med letoma
1987 in 2011. Mi primerjamo prileganje tri-, ²tiri- in petfaktorskega modela na
vzorcu od januarja 2009 do januarja 2019.
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8.3.1 Ocene koecientov
Tabela 8.5 prikazuje ocene koecientov vektorske avtoregresije µ (konst.) in Φ za
petfaktorski model. Oznake v skrajno levem stolpcu predstavljajo prve odloge fak-
torjev. Predvsem koecienti za odloge istega faktorja so statisti£no zna£ilni. V
oklepajih poro£amo standardne napake koecientov. Vrednosti determinacijskih
koecientov R2 so ve£inoma visoke in vrednosti F -statistik kaºejo, da vklju£itev
odvisnih spremenljivk statisti£no zna£ilno izbolj²a VAR model.
V tabeli 8.6 so zbrane ocene koecientov trºne cene tveganja za petfaktorski
model na celotnem vzorcu podatkov. Povejo nam, kako posamezni faktorji vplivajo
na dodatno donosnost.
Tabela 8.5: Petfaktorski model: ocenjeni VAR koecienti.
Dependent variable:
PC1 PC2 PC3 PC4 PC5
PC1−1 0.979∗∗∗ −0.004 0.001 0.001 −0.0002
(0.015) (0.006) (0.003) (0.001) (0.0005)
PC2−1 −0.086 0.812∗∗∗ 0.007 0.005 −0.003
(0.116) (0.044) (0.021) (0.009) (0.004)
PC3−1 −0.012 0.036 0.909∗∗∗ 0.019 0.011
(0.215) (0.082) (0.039) (0.017) (0.007)
PC4−1 −0.699 0.417 0.280∗ 0.643∗∗∗ −0.002
(0.853) (0.323) (0.154) (0.069) (0.028)
PC5−1 3.244 1.128 −0.166 0.027 0.635∗∗∗
(2.208) (0.836) (0.398) (0.178) (0.071)
µ (konst.) 0.276 0.046 0.009 −0.003 0.000
(0.171) (0.065) (0.031) (0.014) (0.006)
Observations 120 120 120 120 120
R2 0.976 0.754 0.828 0.438 0.421
Adjusted R2 0.974 0.743 0.821 0.414 0.395
Residual Std. Error (df = 114) 1.868 0.707 0.337 0.151 0.060
F Statistic (df = 5; 114) 909.408∗∗∗ 69.740∗∗∗ 109.952∗∗∗ 17.783∗∗∗ 16.556∗∗∗
Note: ∗p<0.1; ∗∗p<0.05; ∗∗∗p<0.01
Tabela 8.6: Petfaktorski model: ocenjeni koecienti trºne cene tveganja.
λ0 λ11 λ12 λ13 λ14 λ15
PC1 0.575 0.137 0.389 0.630 -1.492 4.182
PC2 0.188 0.032 -0.059 0.279 0.142 1.472
PC3 -0.012 0.008 0.015 -0.032 0.134 0.012
PC4 -0.021 -0.002 0.003 0.001 -0.286 -0.206
PC5 -0.007 -0.001 -0.006 0.004 0.024 -0.294
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Ocenjene donosnosti za zapadlost Y5M0



















Ocenjene donosnosti za zapadlost Y10M0





(b) Desetletna nem²ka obveznica

























Do tveganja nevtralne donosnosti za zapadlost Y5M0























Do tveganja nevtralne donosnosti za zapadlost Y10M0




(b) Desetletna nem²ka obveznica
Slika 8.6: Ocenjene do tveganja nevtralne donosnosti nem²kih obveznic.
8.3.2 Prileganje originalnim podatkom
S trikora£no regresijo ocenimo vse potrebne koeciente ter s pomo£jo rekurzijskih
formul (7.13) in (7.14) izra£unamo modelirane donosnosti za vse specikacije mo-
delov. Slika 8.5 prikazuje prileganje modeliranih donosnosti opaºenim za pet- in
desetletno nem²ko obveznico skozi £as (prileganje £asovne vrste). Intuitivno vidimo,
da je prileganje za petletno obveznico bolj²e kakor za desteletno, ter da se v obeh pri-
merih najbolj²e prilega rezultat petfaktorskega modela. Slika 8.6 prikazuje ocenjene
do tveganja nevtralne donosnosti in slika 8.7 ocenjene terminske premije za vse tri
modele. Vsi modeli ocenijo podobno dinamiko z manj²imi ²tevilskimi odstopanji.
Dejansko uspe²nost prileganja modela znotraj vzorca podatkov izmerimo z dvema
kazalnikoma napake:
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Terminska premija za zapadlost Y5M0

















Terminska premija za zapadlost Y10M0




(b) Desetletna nem²ka obveznica
Slika 8.7: Ocenjene terminske premije nem²kih obveznic.














Glavna razlika med njima je, da RMSE zaradi kvadriranja ve£jo teºo pripisuje veli-
kim napakam. Posledi£no je bolj²a izbira, £e so velika odstopanja mo£no nezaºelena.
Vrednosti obeh kazalnikov napak za modelirane donosnosti glede na opaºene do-
nosnosti so zbrane v tabeli 8.7. Gra£ni prikaz RMSE in MAE za vse zapadlosti
je na sliki 8.8. Vrednosti napak za najkraj²e ro£nosti so nekoliko vi²je, nato hitro
padejo. tirifaktorski model se slab²e prilega za vse zapadlosti, medtem ko se vre-
dnosti kazalnikov za tri- in petfaktorski model bistveno ne razlikujejo. Za dalj²e
zapadlosti preferiramo petfaktorski model.
Ker se je petfaktorski model izkazal za najbolj²ega, v tabeli 8.8 poro£amo opi-
sne statistike napak pri vrednotenju donosnosti za ta model. Izra£unane so po





t − (Ân + B̂′nXt). (8.3)
Povpre£ja napak pri vrednotenju donosnosti so majhna, po absolutni vrednosti ne
presegajo petih bazi£nih to£k. Tudi standardni odkloni so zelo blizu ni£. Napake pri
vrednotenju naloºb so mo£no serijsko avtokorelirane, kar je skladno z ugotovitvami
avtorjev ACM modela.
Kako dobro ani model terminske strukture replicira realizirane donosnosti lahko
preverimo tudi s primerjavo ocen koecientov B̂n in β̂n. Spomnimo se, da ena£ba (7.12)
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Tabela 8.7: Uspe²nost modelov za prileganje znotraj vzorca podatkov: RMSE in
MAE.
KOREN POVPRENE KVADRATINE NAPAKE (RMSE)
Y0M6 Y1M0 Y2M0 Y3M0 Y5M0 Y7M0 Y10M0
ACM(3) 0.116 0.056 0.062 0.056 0.037 0.037 0.066
ACM(4) 0.116 0.046 0.059 0.072 0.104 0.141 0.193
ACM(5) 0.116 0.044 0.042 0.046 0.050 0.037 0.020
POVPRENA ABSOLUTNA NAPAKA (MAE)
Y0M6 Y1M0 Y2M0 Y3M0 Y5M0 Y7M0 Y10M0
ACM(3) 0.089 0.042 0.048 0.045 0.030 0.032 0.063
ACM(4) 0.091 0.034 0.055 0.070 0.103 0.138 0.190
ACM(5) 0.091 0.028 0.036 0.043 0.048 0.035 0.017










































Slika 8.8: RMSE in MAE za prileganje znotraj vzorca podatkov.
zahteva enakost parametrov za dolo£anje donosnosti obveznic Bn, ki jih dobimo z
rekurzijo, ter koecientov β(n), ki jih dobimo z regresiranjem preseºnih donosnosti
na inovacije v faktorjih v̂. Razlika med ocenama B̂n in β̂n za vsak cenilni faktor nam
pove, kako dobro je model repliciral dinamiko realiziranih donosnosti. Na sliki 8.9
vidimo primerjavo B̂n in β̂n za petfaktorski model za razli£ne zapadlosti. Za prve
tri cenilne faktorje se B̂n in β̂n skoraj popolnoma ujemata, medtem ko pri £etrtem
in petem faktorju opazimo nekaj odstopanj, toda vseeno enako dinamiko.
Dalje analiziramo ²e, kako dobro se modelirane preseºne donosnosti ujemajo z
dejanskimi za petfaktroski model. Za izra£un dejanskih preseºnih donosnosti upo-
rabimo ena£bo (6.9), modelirane preseºne donosnosti pa ocenimo po ena£bi (6.20).
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Tabela 8.8: Napake pri vrednotenju donosnosti za petfaktorski model: opisne stati-
stike.
NAPAKE PRI VREDNOTENJU DONOSNOSTI u(n)t
Y0M6 Y1M0 Y2M0 Y3M0 Y5M0 Y7M0 Y10M0
povpre£je -0.000 0.027 0.036 0.043 0.048 0.035 0.015
varianca 0.014 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
std. odklon 0.117 0.035 0.022 0.016 0.013 0.012 0.014
SE povpre£ja 0.011 0.003 0.002 0.001 0.001 0.001 0.001
koef. simetrije 0.631 1.405 0.987 -0.087 -0.537 -0.026 -0.166
splo²£enost -0.326 0.763 -0.040 -0.253 -0.446 -0.817 -1.204
avtokor. ρ(1) 0.945 0.915 0.941 0.860 0.840 0.842 0.876
avtokor. ρ(6) 0.721 0.581 0.706 0.601 0.459 0.343 0.494
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Koeficienti beta in B za PC2
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Koeficienti beta in B za PC3
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Koeficienti beta in B za PC4
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Koeficienti beta in B za PC5
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B
Slika 8.9: Primerjava parametrov B̂n in β̂n.
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Opisne statistike napak pri vrednotenju preseºnih donosnosti so zbrane v tabeli 8.9.
Povpre£ja napak so prakti£no enaka ni£, tudi standardni odkloni so zelo nizki. Se-
rijska avtokorelacija za prvi in ²esti odlog je v nasprotju z avtokorelacijo napak pri
vrednotenju donosnosti blizu ni£. Tudi to se sklada z ugotovitvami avtorjev ACM
modela.
Tabela 8.9: Napake pri vrednotenju preseºne donosnosti za petfaktorski model:
opisne statistike.
NAPAKE PRI VREDNOTENJU PRESENE DONOSNOSTI e(n−1)t+1
Y0M6 Y1M0 Y2M0 Y3M0 Y5M0 Y7M0 Y10M0
povpre£je -0.000 -0.000 -0.000 -0.000 -0.000 -0.000 0.000
varianca 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
std. odklon 0.008 0.003 0.003 0.005 0.004 0.003 0.003
SE povpre£ja 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
koef. simetrije 2.342 0.684 0.688 2.320 1.026 0.722 1.718
splo²£enost 11.739 2.585 0.742 10.425 4.199 0.859 5.662
avtokor. ρ(1) 0.020 0.121 0.574 0.058 0.122 0.615 0.477
avtokor. ρ(6) 0.133 0.032 0.140 0.119 0.070 0.128 0.083
Slika 8.10 za zapadlosti pet in deset let prikazuje dejanske preseºne donosnosti
in preseºne donosnosti, ocenjene s petfaktorskim modelom. Obe se zelo dobro uje-
mata. Poleg tega na graf dodamo ²e ocenjeno pri£akovano komponento preseºnih
donosnosti, izra£unano kot vsoto pri£akovane preseºne donosnosti in popravka za




Na sliki 8.11 je prikazana dekompozicija terminske strukture na do tveganja nev-
tralno donosnost in terminsko premijo za pet- in desteletno nem²ko obveznico. Do
tveganja nevtralne donosnosti izra£unamo tako, da trºni ceni tveganja λ0 in λ1 ena-
£imo z ni£ in dobimo nove parametre za dolo£anje donosnosti. Terminska premija je
izra£unana kot razlika med ocenjeno in do tveganja nevtralno donosnostjo. Rezul-
tati dekompozicije kaºejo, da je dinamiko donosnosti po gospodarski krizi dolo£ala
predvsem terminska premija. Bila je glavni razlog za strm padec donosnosti leta
2014 ter njihov dvig nazaj na pozitivne vrednosti konec leta 2016. Komponenta do
tveganja nevtralne donosnosti je ostajala nizka, brez velikih nihanj.
8.3.3 Dekompozicija variance cenilnega jedra
Za konec analiziramo ²e varianco cenilnega jedra. Videli smo, da lahko v skladu z
enakostjo (6.6) pojasnimo, koliko k celotni variabilnosti ceneilnega jedra prispevajo
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Presežne donosnosti za zapadlost Y5M0
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Dekompozicija donosnosti za zapadlost Y5M0
2009−01 2010−03 2011−05 2012−07 2013−09 2014−11 2016−01 2017−03 2018−05
Modelirana donosnost
Opažena donosnost
Do tveganja nevtralna donosnost
Terminska premija














Dekompozicija donosnosti za zapadlost Y10M0
2009−01 2010−03 2011−05 2012−07 2013−09 2014−11 2016−01 2017−03 2018−05
Modelirana donosnost
Opažena donosnost
Do tveganja nevtralna donosnost
Terminska premija
(b) Desetletna nem²ka obveznica
Slika 8.11: Dekompozicija terminske strukture s petfaktorskim ACM modelom za
nem²ke obveznice (januar 2009 - januar 2019).
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trºne cene tveganja posameznih cenilnih faktorjev. j-ti cenilni faktor prispeva λ2jt.
Na sliki 8.12 je prikazana dekompozicija variance za petfaktroski model, torej na
pet komponent. Vidimo, da k variabilnosti cenilnega jedra prispevajo vsi cenilni




































































Dekompozicija variance cenilnega jedra
Slika 8.12: Dekompozicija variance cenilnega jedra na pet komponent.
8.4 Raz²iritev vzorca in povezava z ukrepi ECB
Analizirali smo rezultate modelov na vzorcu podatkov zadnjih desetih let. V tem
£asu ni prihajalo do ve£jih skokov obrestnih mer. V nadaljevanju preverimo ²e, kako
se razli£ni ACM modeli obna²ajo na dveh dalj²ih £asovnih vrstah, v katerih je enkrat
ali ve£krat pri²lo do strukturnih prelomov. Zopet poskusimo raz£leniti nominalne
donosnosti na do tveganja nevtralno donosnost in terminsko premijo.
8.4.1 asovna vrsta od septembra 2004 do januarja 2019
Najprej vzorec podalj²amo za pet let, in sicer uporabimo £asovno vrsto od septembra
2004 do januarja 2019 (173 opazovanj). V tabeli 8.10 so zbrane opisne statistike.
Povpre£ja za vse zapadlosti so pozitivna, vi²ja od povpre£ij kraj²e £asovne vrste in
nara²£ajo z zapadlostmi. Precej vi²ji so tudi standardni odkloni, predvsem za kraj²e
zapadlosti.
Izkaºe se, da tri-, ²tiri- in petfaktorski model dobro aproksimirajo nominalne do-
nosnosti. Vrednosti ocen se nekoliko razlikujejo, dinamika pa ostaja podobna. Enako
velja za ocene do tveganja nevtralnih donosnosti in terminskih premij. Slika 8.13
prikazuje dekompozicijo terminske strukture za pet- in desetletno nem²ko obveznico
s petfaktorskim modelom, ki nam da najbolj²o aproksimacijo nominalnih donosno-
sti. Omenimo, da za ta vzorec ne dobimo smiselnih rezultatov. Razlog za to bi
lahko bil strukturni prelom v £asu gospodarske krize. Padec obrestnih mer je velik,
£asovna vrsta podatkov pa prekratka, da bi njegov u£inek ublaºila.
50
8.4. Raz²iritev vzorca in povezava z ukrepi ECB
Tabela 8.10: Nominalne donosnosti nem²kih brezkuponskih obveznic: opisne stati-
stike (september 2004 - januar 2019).
NOMINALNE DONOSNOSTI (september 2004 - januar 2019)
Y0M6 Y1M0 Y2M0 Y3M0 Y5M0 Y7M0 Y10M0
povpre£je 0.882 0.953 1.075 1.214 1.532 1.845 2.230
varianca 2.468 2.587 2.620 2.597 2.489 2.352 2.172
std. odklon 1.571 1.608 1.619 1.611 1.578 1.534 1.474
SE povpre£ja 0.119 0.122 0.123 0.123 0.120 0.117 0.112
koef. simetrije 0.845 0.787 0.636 0.485 0.251 0.089 -0.085
splo²£enost -0.674 -0.771 -0.986 -1.179 -1.425 -1.524 -1.530
avtokor. ρ(1) 0.991 0.990 0.988 0.987 0.985 0.983 0.980
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Dekompozicija donosnosti za zapadlost Y10M0
2004−09 2007−01 2009−05 2011−09 2014−01 2016−05 2018−09
Modelirana donosnost
Opažena donosnost
Do tveganja nevtralna donosnost
Terminska premija
(b) Desetletna nem²ka obveznica
Slika 8.13: Dekompozicija terminske strukture s petfaktorskim ACM modelom za
nem²ke obveznice (september 2004 - januar 2019).
8.4.2 asovna vrsta od junija 1986 do januarja 2019
Na spletni strani nem²ke centralne banke Deutsche Bundesbank2 pridobimo ²e dalj²o
£asovno vrsto nominalnih donosnostih nem²kih drºavnih obveznic. Dostopamo do
mese£nih podatkov med junijem 1986 in januarjem 2019, kjer podatek za vsak mesec
predstavljajo obrestne mere zadnjega delovnega dne tistega meseca (392 opazovanj).
Prese£ni podatki so obrestne mere za obveznice z zapadlostmi med enim in enajstimi
leti, z enoletnim korakom (n = 1, 2, . . . , 11).
Opisne statistike so zbrane v tabeli 8.11. Povpre£ja so zaradi visokih obrestnih
mer v devetdesetih letih prej²njega stoletja vi²ja od povpre£ij kraj²ih £asovnih vrst,
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vsa presegajo 3 %. Podatki so bili skozi £as tudi bolj variabilni.
Tabela 8.11: Nominalne donosnosti nem²kih brezkuponskih obveznic: opisne stati-
stike (junij 1986 - januar 2019).
NOMINALNE DONOSNOSTI (junij 1986 - januar 2019)
Y1M0 Y2M0 Y3M0 Y5M0 Y7M0 Y10M0
povpre£je 3.193 3.350 3.527 3.859 4.124 4.407
varianca 7.548 7.421 7.291 6.913 6.464 5.857
std. odklon 2.747 2.724 2.700 2.629 2.542 2.420
SE povpre£ja 0.139 0.138 0.136 0.133 0.128 0.122
koef. simetrije 0.412 0.291 0.176 0.010 -0.088 -0.173
splo²£enost -0.519 -0.598 -0.684 -0.799 -0.846 -0.858
avtokor. ρ(1) 0.994 0.993 0.993 0.993 0.993 0.992
avtokor. ρ(12) 0.883 0.885 0.890 0.897 0.900 0.899
Izkaºe se, da tri-, ²tiri- in petfaktorski model zelo dobro aproksimirajo nominalne
donosnosti za kraj²e in dalj²e zapadlosti. Vrednosti RMSE ne preseºejo 0,05. Ocene
do tveganja nevtralnih donosnosti in terminskih premij so skoraj ne razlikujejo med
modeli z razli£nim ²tevilom cenilnih faktorjev. Slika 8.14 prikazuje dekompozicijo
terminske strukture za desetletno nem²ko obveznico s petfaktorskim modelom.
8.4.3 Povezava dinamike terminske strukture z ukrepi ECB
Dekompozicijo med letoma 1986 in 2019 uporabimo za razlago gibanja posame-
znih komponent terminske strukture z makroekonomskega vidika. Njihovo dinamiko
lahko poveºemo z ukrepi, s katerimi ECB uravnava naravnanost denarne politike in
posku²a dose£i ciljno stopnjo inacije blizu, a pod 2 %.
Na sliki 8.14 vidimo, da so bile v obdobju pred gospodarsko krizo nem²ke nomi-
nalne donosnosti precej stabilne. Njihovo dinamiko je dolo£ala predvsem do tveganja
nevtralna donosnost, ki je med letoma 2005 in 2008 nara²£ala. Finan£na kriza ob
koncu leta 2008 pa je nem²ke donosnosti hitro in mo£no zniºala. Na sliki 8.14 opa-
zimo strm padec komponente pri£akovanih kratkoro£nih obrestnih mer kot posledico
zniºanja klju£nih obrestnih mer s strani centralne banke z namenom spodbuditi go-
spodarstvo. Isto£asno se je zvi²ala terminska premija, kar odraºa takrat pove£ano
negotovost na trgu.
Po nastopu nan£ne krize je ECB v okviru standardnih ukrepov do leta 2012
zniºala klju£ne obrestne mere blizu njihove spodnje efektivne meje. Kljub temu je go-
spodarstvo potrebovalo dodatno spodbudo, zato je centralna banka v naslednjih letih
sproºila vrsto nestandardnih ukrepov. Med njimi so posebej izstopali 3-letne zelo
dolgoro£ne operacije renanciranja (ang. long-term renincing operations, LTRO),
signaliziranje prihodnje naravnanosti denarne politike (ang. forward guidance) in
program nakupov vrednostnih papirjev (ang. asset purchase programme, APP). Vsi
trije ukrepi so razli£no vplivali na komponente terminske strukture.
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Ob koncu leta 2011, na vi²ku evrske dolºni²ke krize, so se stro²ki zadolºevanja
kreditno ²ibkej²ih drºav mo£no pove£ali. Zadolºevanje bank v teh drºavah je postalo
zelo oteºeno. Zato je ECB 8. decembra 2011 najavila uvedbo 3-letnih dolgoro£nih
operacij renanciranja, s katerimi so banke pri²le do dolgoro£nej²ih virov nanci-
ranja po ugodni ceni. Prejeto likvidnost so med drugim porabile tudi za nakupe
drºavnih obveznic z bistveno vi²jimi donosnostmi (ang. carry trade). To je potisnilo
stro²ke drºavnega zadolºevanja na niºjo raven. Ta ukrep centralne banke je vplival
predvsem na terminsko premijo. Isto£asno je trgu signaliziral, da je centralna banka
dlje £asa pripravljena obdrºati ohlapno naravnano denarno politiko ter tako vplival
tudi na pri£akovanja o gibanju kratkoro£nih obrestnih mer. Ob najavi 3-letnih zelo
dolgoro£nih operacij renanciranja je upadla do tveganja nevtralna donosnost in
delno tudi terminska premija na nem²ke obveznice. Da je imel ukrep na terminsko
premijo nem²ke obveznice nekoliko manj²i vpliv je pri£akovano, saj imajo te status
varne naloºbe. V £asu evrske dolºni²ke krize so se vlagatelji selili v nem²ke drºavne
obveznice in ºe pred ukrepom zniºevali njihovo zahtevano donosnost, kar vidimo na
sliki 8.14.
S signaliziranjem prihodnje naravnanosti denarne politike centralna banka infor-
mira trg o svojem bodo£em ukrepanju bodisi glede vi²ine kratkoro£nih obrestnih
mer bodisi glede trajanja nakupov vrednostnih papirjev ali katerega drugega in-
strumenta. e se centralna banka zaveºe drºati klju£ne obrestne mere na dolo£eni
ravni za dalj²i £as, se zmanj²a negotovost glede prihodnjega gibanja obrestnih mer
(torej obrestno tveganje). Trºni udeleºenci to upo²tevajo pri poslovnih odlo£itvah
in zniºajo zahtevane donosnosti. Taka oblika signaliziranja prihodnje naravnanosti
denarne politike zniºa tako kratkoro£ne obrestne mere kot terminsko premijo. ECB
je instrument v tej obliki prvi£ uvedla julija 2013. Ta je v primeru nem²kih dr-
ºavnih obveznic zniºal predvsem terminsko premijo, saj se je do tveganja nevtralna
donosnost ºe pribliºevala svoji efektivni spodnji meji. Jasen je tudi u£inek instru-
menta na zmanj²ano volatilnost pri£akovanih obrestnih mer ter njihovo ob£utljivost
na novice [29]. To je razvidno s slike 8.14, saj komponenta do tveganja nevtralnih
donosnosti po letu 2013 ostaja nizko brez ve£jih nihanj.
S programom nakupov vrednostnih papirjev se lahko centralna banka ciljno
usmerja na dolo£ene segmente nan£nega trga, v katerih prihaja do teºav v tran-
smisijskem delovanju: drºavne obveznice, podjetni²ke obveznice, krite obveznice,
obveznice nadnacionalnih institucij,... [9]. Z nakupi centralna banka zniºa stro²ke
(dolgoro£nega) zadolºevanja izdajateljev teh papirjev. Program nakupov vredno-
stnih papirjev zniºuje predvsem terminsko premijo [42]. Uvedba nakupov vredno-
stnih papirjev je imela manj²i u£inek na nem²ke obveznice zaradi prej omenjenega
statusa varne naloºbe, ki je ºe predhodno zahtevane donosnosti potisnil na nizko
raven. Kljub temu so bili na podlagi izjav predstavnikov ECB trgi ºe od poletja
2014 v pri£akovanju, da bo ECB s£asoma za£ela z obseºnimi nakupi premoºenja [2].
Donosnosti nem²kih drºavnih obveznic so zato upadle ºe pred januarjem 2015, ko je
centralna banka ukrep tudi uradno najavila. Tistega dne so donosnosti desetletnih
nem²kih obveznic padle ²e za dodatnih 15 bazi£nih to£k [42]. Glede na rezultate na²e
dekompozicije z ACM modelom na sliki 8.14 lahko padec donosnosti med poletjem
2014 in za£etkom leta 2015 skoraj v celoti pripi²emo padcu terminske premije. To
je skladno z ugotovitvami ekonomistov (npr. Lemke in Werner [42]), da programi
nakupov vrednostnih papirjev na dolgoro£ne obrestne mere vplivajo preko terminske
premije.
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Do tveganja nevtralna donosnost
Terminska premija
Slika 8.14: Dekompozicija terminske strukture s petfaktorskim ACM modelom za
nem²ke obveznice (junij 1986 - januar 2019).
8.5 Napovedovanje izven vzorca podatkov
Dobro prileganje znotraj vzorca podatkov ne pomeni nujno dobrega napovedovanja
izven vzorca podatkov za dolo£en model. Kako dobro lahko model napove prihodnje
vrednosti moramo torej testirati in ovrednotiti lo£eno.
Za testiranje napovedovanja izven vzorca podatkov £asovne vrste Adrian, Crump
in Moench primerjajo, kako dobro posamezen model napove prihodnje kratkoro£ne
obrestne mere. Na ta na£in lahko posredno preverijo, kako zanesljive so ocene ter-
minske premije za razli£ne zapadlosti. V ta namen izvedejo slede£ preizkus. Celotno
£asovno vrsto razdelijo na u£no (ang. train set) in testno moºico (ang. test set).
U£no mnoºico uporabijo kot vhodne podatke, ocenijo parametre modela, do tvega-
nja nevtralne donosnosti in terminsko premijo. Nato z uporabo ena£be (2.9) ocenijo
prihodnje kratkoro£ne obrestne mere za prihodnjih pet let. Ob prihodu novih infor-
macij model znova ocenijo tako, da pove£ajo u£no mnoºico in kratkoro£ne obrestne
mere ocenijo za naslednjih pet let. Napovedi primerjajo z realiziranimi vrednostmi
iz testne mnoºice. Avtorji ugotovijo, da najbolj²e napovedi proizvede petfaktorski
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model.
8.5.1 Pri£akovane prihodnje kratkoro£ne obrestne mere
Tudi mi za primerjavo modelov izven vzorca podatkov izvedemo podoben preizkus,
in sicer na dveh vzorcih podatkov. Prvi zajema £asovno vrsto od septembra 2004
do januarja 2019 (173 opazovanj), drugi pa od januarja 2009 do januarja 2009 (121
opazovanj). Na ta na£in lahko primerjamo, kak²en vpliv ima strukturni prelom v
£asu gospodarske krize na napovedi kratkoro£nih obrestnih mer. Vsakega od vzorcev
razdelimo na u£no in testno mnoºico tako, da u£na mnoºica zajema prvo tretjino
opazovanj (torej od septembra 2004 do junija 2009 za prvi in od januarja 2009 do
aprila 2012 za drugi vzorec).
Poleg tega za deniranje u£ne mnoºice v vsakem naslednjem koraku uporabimo
dva razli£na pristopa:
• Raz²irjeno okno (ang. expanding window): tevilo zaporednih opazovanj v
u£ni mnoºici se pove£uje. Na vsakem koraku u£ni mnoºici dodamo novo opa-
zovanje in model znova ocenimo.
• Drse£e okno (ang. rolling window): tevilo zaporednih opazovanj v u£ni mno-
ºici ostaja enako. Na vsakem koraku u£ni mnoºici dodamo novo opazovanje
in hkrati iz nje odstranimo prvo opazovanje.
Adrian, Crump in Moench za napovedovanje uporabijo raz²irjeno okno. Zaradi
strukturnega preloma predvsem na dalj²em vzorcu podatkov pri£akujemo, da bomo
bolj²e napovedi dobili z drse£im oknom. Dinamika kratkoro£nih obrestnih mer se je
po padcu namre£ povsem spremenila in nedavni podatki so za napovedovanje bolj
relevantni.
Ocene prihodnjih kratkoro£nih obrestnih mer izra£unamo na naslednji na£in. V
skladu s teorijo pri£akovanj velja ena£ba (2.9), ki pravi, da lahko donosnost dolgo-
ro£ne obveznice zapi²emo kot vsoto povpre£ja pri£akovanih prihodnjih kratkoro£nih
obrestnih mer in terminske premije v danem £asu. V £asu t imamo na voljo podatke
o donosnostih za obveznice razli£nih zapadlosti y(1)t , y
(2)
t , . . . y
(N)
t
3 in ocene terminskih
premij za razli£ne zapadlosti TPt(1), TPt(2), . . . , TPt(N). Iz teh podatkov lahko s
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Izberemo h = 36, torej napovedujemo kratkoro£ne obrestne mere za tri leta vnaprej.
3V na²em primeru smo imeli na voljo podatke z najkraj²o zapadlostjo treh mesecev. Pri iz-















Poglavje 8. Implementacija ACM modela
Uspe²nost napovedi izmerimo s korenom povpre£ne kvadrati£ne napake glede
na dejansko realizacijo kratkoro£ne obrestne mere za isto £asovno obdobje. V ta-
beli 8.12 so zbrane RMSE za napovedi na dalj²em vzorcu za nekatera triletna ob-
dobja. Primerjamo modele glede na ²tevilo cenilnih faktorjev ter oba na£ina na-
povedovanja: raz²irjeno in drse£e okno. Vidimo, da pri napovedih z raz²irjenim
oknom trifaktorski model generira nekoliko bolj²e napovedi kakor ostala dva, vendar
so vrednosti RMSE in s tem odstopanja za vse modele in obdobja precej visoke.
Razlog za to so verjetno visoke obrestne mere med letoma 2004 in 2009, ki so ves
£as zajete v u£no mnoºico za ocenjevanje parametrov. Povzro£ijo, da so napovedi
previsoke. Pri napovedih z drse£im oknom glede na ²tevilo faktorjev ni ve£jih razlik,
medtem ko precej²nje razlike opazimo pri primerjavi RMSE za razli£na obdobja.
Za bolj oddaljena obdobja (po letu 2012) RMSE po pri£akovanjih ob£utno padejo.
Takrat namre£ v u£ni mnoºici visoke donosnosnosti pred letom 2009 niso ve£ zajete
in upo²tevane pri modeliranju.
Tabela 8.13 poro£a RMSE za napovedi na kraj²em vzorcu za ista triletna ob-
dobja. Pri napovedih z raz²irjenim oknom ni ve£jih razlik med ²tevilom faktorjev,
pri drse£em oknu je ²tirifaktorski model nekoliko slab²i. Pomembna razlika, ki jo
opazimo v primerjavi z dalj²im vzorcem je, da se vrednosti RMSE med raz²irjenim
in drse£im oknom precej manj razlikujejo. To lahko zopet pripi²emo dejstvu, da po
letu 2009 ni bilo ve£jih skokov v dinamiki obrestnih mer.
Tabela 8.12: RMSE za napovedi kratkoro£ne obrestne mere za vzorec podatkov od
septembra 2004 do januarja 2019.
RMSE (september 2004 do januar 2019)
Obdobje
2009-07 2010-10 2012-10 2013-05 2014-04 2015-05 2016-01
2012-06 2013-09 2015-09 2016-04 2017-03 2018-04 2018-12
ACM(3) raz. 2.975 1.401 1.201 1.154 1.127 1.230 1.201
ACM(4) raz. 2.636 1.825 1.756 1.625 1.454 2.224 1.245
ACM(5) raz. 2.675 2.106 2.090 1.933 1.762 2.129 1.440
ACM(3) drs. 2.975 2.122 0.239 0.131 0.091 0.108 0.335
ACM(4) drs. 2.636 2.289 0.353 0.055 0.051 0.509 0.200
ACM(5) drs. 2.675 2.883 0.639 0.122 0.195 0.577 0.299
Avtorji ACM modela kratkoro£no obrestno mero napovedujejo zgolj z raz²irje-
nim oknom. Slika 8.15 prikazuje napovedi petfaktorskega modela za obdobje med
oktobrom 2012 in septembrom 2015, v obeh primerih z raz²irjenim oknom. Vidimo,
da v tem primeru dobimo bistveno bolj²o napoved, £e za vhodne podatke vzamemo
obrestne mere le od januarja 2009 naprej in tako ne upo²tevamo visokih obrestnih
mer pred krizo.
Mi dodamo napovedovanje z drse£im oknom. Primerjave na slikah 8.16 in 8.17
kaºejo, da so tak²ne napovedi bistveno bolj²e tako v primeru dalj²ega kot tudi kraj-
²ega vzorca. Na sliki 8.16 primerjamo napovedi ²tirifaktorskega modela za obdobje
med majem 2013 in aprilom 2016. Za vhodne podatke uporabimo dalj²i vzorec
podatkov. Nekaj let pred obdobjem napovedovanja so bile obrestne mere ºe precej
nizke, zato z drse£im oknom dobimo bolj²e napovedi. Podobno opazimo na sliki 8.17,
ki prikazuje napovedi za obdobje med majem 2015 in aprilom 2018 s petfaktorskim
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Tabela 8.13: RMSE za napovedi kratkoro£ne obrestne mere za vzorec podatkov od
januarja 2009 do januarja 2019.
RMSE (januar 2009 do januar 2019)
Obdobje
2012-05 2012-10 2013-05 2014-04 2015-05 2016-01
2015-04 2015-09 2016-04 2017-03 2018-04 2018-12
ACM(3) raz. 0.238 0.145 0.057 0.080 0.202 0.328
ACM(4) raz. 1.477 0.456 0.252 0.039 0.314 0.289
ACM(5) raz. 0.071 0.086 0.128 0.213 0.277 0.280
ACM(3) drs. 0.238 0.131 0.089 0.083 0.175 0.301
ACM(4) drs. 1.477 0.678 0.949 0.142 0.600 0.232














2004−09 2007−01 2009−05 2011−09 2014−01 2016−05 2018−09
Napovedi kratkorocnih obrestnih mer od 2012−10 do 2015−09 
 (razširjeno okno)
ACM(5)
Opažena kr. obr. mera



















2009−01 2010−03 2011−05 2012−07 2013−09 2014−11 2016−01 2017−03 2018−05
Napovedi kratkorocnih obrestnih mer od 2012−10 do 2015−09 
 (razširjeno okno)
ACM(5)
Opažena kr. obr. mera
(b) Vhodni podatki: januar 2009 do januar
2019
Slika 8.15: Napovedi kratkoro£nih obrestnih mer za obdobje med oktobrom 2012 in
septembrom 2015 (petfaktorski model, raz²irjeno okno).
modelom in kraj²im vzorcem vhodnih podatkov.
Slika 8.18 prikazuje spreminjanje napovedanih kratkoro£nih obrestnih mer s pri-
hodom novih informacij. Opazujemo napovedi trifaktorskega modela z drse£im
oknom. Prvo izmed napovedi naredimo na podlagi £asovne vrste med julijem 2007 in
aprilom 2012. Z dodajanjem novih opazovanj in izklju£evanjem starih vedno manj²o
teºo pripisujemo visokim obrestnim meram pred krizo. Posledi£no pri£akovane obre-
stne mere padajo.
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2004−09 2007−01 2009−05 2011−09 2014−01 2016−05 2018−09
Napovedi kratkorocnih obrestnih mer od 2013−05 do 2016−04 
 (razširjeno okno)
ACM(4)
















2004−09 2007−01 2009−05 2011−09 2014−01 2016−05 2018−09
Napovedi kratkorocnih obrestnih mer od 2013−05 do 2016−04 
 (drsece okno)
ACM(4)
Opažena kr. obr. mera
(b) Drse£e okno
Slika 8.16: Napovedi kratkoro£nih obrestnih mer za obdobje med majem 2013 in


















2009−01 2010−03 2011−05 2012−07 2013−09 2014−11 2016−01 2017−03 2018−05
Napovedi kratkorocnih obrestnih mer od 2015−05 do 2018−04 
 (razširjeno okno)
ACM(5)



















2009−01 2010−03 2011−05 2012−07 2013−09 2014−11 2016−01 2017−03 2018−05
Napovedi kratkorocnih obrestnih mer od 2015−05 do 2018−04 
 (drsece okno)
ACM(5)
Opažena kr. obr. mera
(b) Drse£e okno
Slika 8.17: Napovedi kratkoro£nih obrestnih mer za obdobje med majem 2015 in
aprilom 2018 (petfaktorski model, kraj²i vzorec podatkov).
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ACM(3)
Opažena kr. obr. mera
Napovedi kratkorocnih obrestnih mer (drsece okno)
Slika 8.18: Spreminjanje napovedi kratkoro£nih obrestnih mer s prihodom novih




Terminska struktura obrestnih mer odraºa pri£akovanja trºnih udeleºencev glede
prihodnjih obrestnih mer ter tako vpliva na njihove odlo£itve o investiranju, var£e-
vanju in potro²nji. Donosnost obveznice lahko raz£lenimo na dve komponenti: do
tveganja nevtralno donosnost, ki odraºa pri£akovane prihodnje kratkoro£ne obrestne
mere, in terminsko premijo, ki jo trºni udeleºenci zahtevajo v zameno za izpostavlje-
nost trºnim tveganjem. Razli£ni ukrepi centralnih bank razli£no vplivajo na gibanje
posameznih komponent terminske strukture.
Komponenti terminske strukture nista opazljivi, kar pomeni, da ju ne moremo
neposredno razbrati iz trºnih cen. Oceniti ju moramo z uporabo ekonometri£nih
modelov. Zaradi enostavnosti in obvladljivosti so zelo priljubljeni nearbitraºni ani
modeli terminske strukture, v katerih so donosnosti brezkuponskih obveznic ane
funkcije cenilnih faktorjev. Poleg tega dolo£ajo cene obveznic tako, da izklju£ijo
arbitraºno priloºnost.
V mnoºici anih modelov, ki jih najdemo v literaturi, smo se odlo£ili za imple-
mentacijo nearbitraºnega ve£faktorskega ACM modela. To je vektorski avtoregresij-
ski model, ki predpostavlja eksponentno ano obliko cenilnega jedra in skoraj ano
obliko trºne cene tveganja. V modelu kot cenilni faktorji nastopajo glavne kom-
ponente nominalnih donosnosti. Prve tri lahko interpretiramo kot nivo, naklon in
ukrivljenost. Parametre ocenimo s trikora£no regresijo, kar predstavlja pomembno
prednost izbranega modela. Linearna regresija namre£ omogo£a hitro izra£unljivost
brez uporabe numeri£nih metod ne glede na ²tevilo vklju£enih cenilnih faktorjev. Z
njo se izognemo predpostavki, da v anih modelih terminske strukture ni serijske
koreliranosti med napakami pri vrednotenju donosnosti, ki se izkaºe za napa£no. Po-
leg tega model omogo£a relativno enostavno vklju£itev makroekonomskih cenilnih
faktorjev.
ACM model smo uporabili za dolo£anje dekompozicije terminske strukture nem-
²kih drºavnih obveznic. Primerjali smo rezultate tri-, ²tiri- in petfaktorskega modela
na razli£nih mnoºicah vhodnih podatkov. Analiza znotraj vzorca podatkov je poka-
zala, da nominalne donosnosti najbolj²e aproksimira petfaktorski model. Preostala
dva modela sicer dobro ocenita dinamiko obrestnih mer, vendar se pojavijo nekoliko
ve£ja ²tevilska odstopanja. Povpre£ja in standardni odkloni napak pri vrednotenju
donosnosti ter napak pri vrednotenju preseºnih donosnosti so blizu ni£. Vsi modeli
podobno ocenijo do tveganja nevtralne donosnosti in terminske premije. Ugotovili
smo, da je ACM model zelo ob£utljiv na vhodne podatke. Na vzorcu med letoma
2004 in 2019, v katerega je zajet strukturni prelom v £asu nan£ne krize, nismo
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dobili smiselne dekompozicije. Po skraj²anju £asovne vrste na obdobje po krizi (od
leta 2009 do 2019) so rezultati postali bolj smiselni.
Na podlagi dekompozicije donosnosti nem²kih desetletnih obveznic med letoma
1986 in 2019 lahko skoke posameznih komponent poveºemo z ukrepi, ki jih je za
spodbujanje gospodarstva izvajala ECB. Opazimo padec do tveganja nevtralne do-
nosnosti in dvig terminske premije ob za£etku nan£ne krize. Uvedba 3-letnih dol-
goro£nih operacij renanciranja je zniºala obe komponenti, prav tako najava nizkih
klju£nih obrestnih mer v okviru signaliziranja prihodnje naravnanosti denarne poli-
tike. Program nakupov vrednostnih papirjev je zniºal predvsem terminsko premijo.
Analiza izven vzorca podatkov je zajemala napovedovanje prihodnjih kratkoro£-
nih obrestnih mer za tri leta vnaprej. Na dveh razli£nih mnoºicah vhodnih podatkov
smo uporabili dva razli£na pristopa: napovedovanje z raz²irjenim in drse£im oknom.
Na ta na£in smo primerjali, kak²en vpliv ima strukturni prelom v £asu nan£ne krize
na napovedi kratkoro£nih obrestnih mer. Zopet opazimo, da je model na mnoºico
vhodnih podatkov zelo ob£utljiv. V primeru, da so v njej zajete visoke obrestne
mere pred krizo, so napovedi kratkoro£nih obrestnih mer zelo slabe. e upo²tevamo
£asovno vrsto z za£etkom po krizi se, napovedi mo£no izbolj²ajo.
Literatura ponuja nekaj moºnosti, s katerimi bi za doseganje bolj²ih rezultatov
lahko dalje razvili in nadgradili osnovni ACM model. Avtorji modela latentnim
cenilnim faktorjem dodajo makroekonomske, in sicer mero inacije ter ekonomske
aktivnosti. Na ta na£in izbolj²ajo prileganje £asovne vrste donosnosti. Dinamiki
vektorja cenilnih faktorjev bi lahko dodali difuzijske skoke, ki omogo£ajo modelira-
nje strukturnih prelomov obrestnih mer. Tak²en model ni ve£ ane oblike in zato
teºje izra£unljiv. Pri izbiri oblike modela se glede na² cilj in namen odlo£amo med
obvladljivostjo in kompleksnostjo modela.
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Vse programske kode so bile napisane v jeziku R.
A.1 Dekompozicija znotraj vzorca podatkov
Funkcija in_sample oceni dekompozicijo terminske strukture znotraj vzorca podat-
kov. Sprejme dva argumenta: K - ²tevilo cenilnih faktorjev in podatki - tabela no-
minalnih obrestnih mer, kjer vrstice predstavljajo £asovno vrsto in stolpci prese£ne
podatke (zapadlosti). Funkcija z analizo glavnih komponent dolo£i cenilne faktorje
in z linearno regresijo oceni parametre. Vrne seznam rezultati, ki vsebuje ocene
nominalnih donosnosti, do tveganja nevtralnih donosnosti in terminske premije ob
vsakem £asu in za vse zapadlosti vhodnih podatkov.
in_sample<-function(K,podatki){











#2. PCA: Dolo£imo glavne komponente mnoºice donosnosti
#Podatke predhodno standardiziramo
pca<-prcomp(podatki,scale. = TRUE)
#Izlo£imo prvih K glavnih komponent
scores<-pca$x[,1:K]
X<-t(scores)
#X_ je matrika odloºenih cenilnih faktorjev
X_<-X[,-ncol(X)]
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#3. OCENIMO PARAMETRE
#Ocena VAR (prvi odlog in konstanta)
est<-VAR(scores,p=1,type="const")

























#Ocenimo matriko napak pri vrednotenju preseºne donosnosti E
rx_ocena<-a%*%t(rep(1,T))+beta_tr%*%t(V)+c%*%X_
E<-rx-rx_ocena
#Ocenimo varianco ostankov e
sigma2<-(sum(diag(E%*%t(E))))/(N*T)





Dodatek A. Programske kode
#Ocenimo delta0 in delta1 tako, da kratkoro£no










#Rekurzija za parametre donosnosti
























#U je matrika napak pri vrednotenju donosnosti
U<-podatki[,-ncol(podatki)]-est_yield
#Izra£unamo do tveganja nevtralne donosnosti in
#jih shranimo v matriko rf_yield
#Trºne cene tveganja ena£imo z ni£ in ponovno izra£unamo A-je in B-je
B0rf<-rbind(rep(0,K),-delta1)
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#Izra£unamo terminsko premijo kot razliko med dejanskimi in












#Posamezne variance cenilnega jedra
#Zadnja vrstica je skupna varianca (vsota vseh) ob vsakem £asu









A.2 Napoved kratkoro£nih obrestnih mer
Funkcija kratkorocna na osnovi vhodnih podatkov do £asa t napove kratkoro£ne
obrestne mere za prihodnost. Sprejme tri argumente: K - ²tevilo cenilnih faktor-
jev, podatki - tabela nominalnih obrestnih mer, kjer vrstice predstavljajo £asovno
vrsto in stolpci prese£ne podatke (zapadlosti) in h - ²tevilo prihodnjih obdobij, za
katera napovedujemo kratkoro£no obrestno mero. Pomembno je, da podatki vse-
bujejo obrestne mere za vse zaporedne zapadlosti, za£enj²i z enomese£no. Enako
kot funkcija in_sample, tudi kratkorocna najprej oceni dekompozicijo terminske
strukture znotraj vzorca podatkov. Na podlagi ocen nato s pomo£jo rekurzije izra-
£una prihodnje kratkoro£ne obrestne mere. Vrne vektor krat dolºine h+1, katerega
prvi element je znana kratkoro£na obrestna mera ob £asu t, naslednji elementi pa











































































































#Shranimo dejansko donosnot,ocene do tveganja nevtralnih
#donosnosti in terminskih premij ob £asu t
d<-nrow(podatki)
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#Napovemo za h mesecev vnaprej
#krat je vektor kratkoro£nih obrestnih mer
#Prva je kar ob £asu t, shranjujemo do t+h.
#Drugi element je torej ob t+1.
krat<-unlist(last_yie[1],use.names=FALSE)
for(i in c(1:h)){
f<-(i+1)*(unlist(last_yie[i+1],use.names = FALSE)-
unlist(last_tp[i+1],use.names=FALSE))-sum(krat)
krat<-c(krat,f)
}
return(krat)
}
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